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1 Derivadas de funciones trigonométricas.-

dsenu du
T = cosugt
de du
= —senuy
dtanu _ du
ar ar
darcsenu _ 1 du
A owdr
darctanu _ 1 du
dz T+udr
deotu _ —1 du

dr ~ 1+
2 Sustituciones importantes al integrar.-
/F(m, +b)dz %/F(u)du donde u=ar+b
/F(m)df = %/uF(u)du donde u=az+b
/F( Vaz + b)dr = %/n”"F(n)du donde u= Vaz+b
/F(mw = ﬂ/F(a(:ns(u))(’«n(u)du donde u = asen(u)
/F(\/m)d: = a/F[ﬂ sec(u)) sec*(u)du  donde u = atan(u)

3 Funciones Trigonométricas.-

s 3 £ cosasenf
tana £ tan §

1% tanatanj

tan(a  §) =
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sen(2a) = 2sen(a) cos(a)

cos(2a) = cos?(a) — sen’(a) = 1 — 2sen®(a) = 2 cos’

tan(2a) =

an(a)

)= [ ()= o [ ()= [

B 4 ¢~ 2becos A

Teorema del coseno:

a

Teorema del seno:

send

4 Funciones hiperbdlicas.-

cosh(z) = £+

senh(z) =

cosh?(z) - senh?(z) = 1

5 Suma de series

o0

> (;")h’ (-

=0

> (") hEt"=* = (t+ )" Binomio de Newton
=0\

30 i - Tumere de terminos(primero + ultimo) (n+1)
i =
2 2

Progresidn aritmética

0 de terminos)

1 _ primer termino(1 — razon - .
Sk = Progresién geométrica
w 1= razon

Bi(n) =142+..4+n="0F0
Byfn) = 12 4 22 4 . 4 n2 = 2ol :(”1 + kf")B_»+..+<“1)BA:m+1)*+t(n+1)
By(n) =13 +29 4 ...+ 1

6 Funciones Gamma y Beta.-

o
T(p) = / e dt

Te+D = =l Funcién Gamma

o3 - v

T
B(p.a) :/ #7111t

Funcién Beta

T T
/ (1+j)»+«d"

lim T(z+1) = lim (1) Oz Férmula de Stirling

e a0 \e

/ ar=tyr-tyr=t = LOL@UW) g, e Dirichlet
Tptatr+D)

R R A/ C)
A (e " Tipta)
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7 Calculo de las raices de un polinomio.-
Método de Newton-Raphson
Fn
s =, - L]
8 Inversién de una matriz de cuatro elementos.-
a b a b\ _1(d b
<( d)”(c M ,K(J “) donde A = ad - he
9 Sistemas de coordenadas.-
Coordenadas rectangulares:
Az
y
=z
Factores de escala
h=1
2 Z
1 Fixy 7 ha =1
hy=1
Y |7 = 1 (Jacobiano)
9
y
x
Coordenadas cilindricas:
Az
z=peosp
y = psenyp
P(p.0:2) 0<p<too
P02 1, (Jacobiano) ORI
Factores de escala Se<n
=1 —00 <2< 400
hy=p
h: 1
®
x

Coordenadas esféricas:

senfiseny

cosh
Factores de escala

P(r.0.p)

171 = r2sené (Jacobiane)
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9.1 Equivalencias entre coordenadas.-

T = peosp = rsenficosp | /2 P

¥y
y = psenyp = rsenfsenp | arctan

=rcosf

9.2 Vector de posicién.

T+ yidy + 2

= piy 4 i

F= it

10 Operadores en coordenadas curvilineas.-

10.1 Delta de Dirac.-

10.2 Gradiente.-

106 . 106 . 106
“hon " h o™ 0w

10.3 Rotacional.-

huii
o
Tor

iy

10.4 Divergencia

1 Odihshs) | O(Ashihs) | O(Ashiha)
huhahy g Jaz e

10.5 Laplaciano

2 1 d [ hahs 3¢ 3 (hihg 99 d (hihy 3¢
o= No=
Vie=0=10m ((’)q; < 00 ) 06 \ e 00) ¥ 90 \ s 05

11 Teoremas integrales.-

11.1 Teorema de Green

11.1.1 Primer teorema o identidad de Green

/1HV";+ V6 - V)dr :/ V- dS
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11.1.2 Segundo teorema o identidad de Green
/V(HV‘\; — oV )dr = /M(HV‘; — V6) -dS
11.2 Teorema de Stokes
//1F-&://1VAF) ds
11.3 Teorema de Gauss

JLr= [

12 Desarrollo en serie de Fourier.-

7

12.1 Coeficientes de Fourier para [~
17 N
w=1 [ s

a, =

/' () cos(nz)dz

by = %/ f(x)sen(nz)dx
12.2 Coeficientes de Fourier para [¢,d] = [a — L,a + L]

"
a :%/H o)z

L o MTE =)
a=g | S@ s
1 [tk nw(z —a)
b= ], S e

13 Desarrollo en serie de Taylor.-

fl@) = fla) +%<17 + #{770)2 ot

(si a =0 se obtiene la férmula de McLaurin)
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13.1 Principales desarrollos en serie de Taylor.

2
.

sen(z) = 7

cos(z) =z

senh(r) =z +

cosh(z) =  +

In(l+2)=x

In(1
i
TFz=1+1z b

)

m mz__m(m — 1)
142z, mm-0),
<( )J B t Tt 1

(142 = (’V"’) } (’1‘);- | 1’;’)1

14 Transformada de Laplace.-

F(t) 2+ F(s) /“ F(ye=tdt = L(f(1))

14.1 Propiedades elementales

o Linealidad
Liaf(t) + 8g(t)) = aF(s) + 5G(s)

L [«Wr)]

o Derivada

sF(s) = £(0)

dt

o Integracién

L U’ﬂrw] o), LI @dtl—o
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o Convolucién

y(t) = f(t) * g(t) <= Y (s) = F(s)G(s)

© Teorema del valor final

Jlim f(t) = lim sF (s)

a0

© Teorema del valor inicial

lim f(t)

=)

14.2 Principales transformadas de Laplace

() LEOI=F()
1 I
i
o on=1,2,3 —
—1/2 z
+ Vs
ot
sen(kt)
cos(kt)
GRi0) FG-a
Flt—ault—a),a>0 " F(s)
(1) 0= 1.2, 1 LFi
TO0 n =123 [ F) s F(0) 700
30t — o) e
ngat — !
e =1, o

15 Transformada de Fourier.-

/;: F(w)er'd.

=
» F(w) :/ e(t)e=I dt

15.1 Propiedades de la transformada de Fourier

 Linealidad

© Escalado

v
3 anXaw)
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o Dualidad o simetria
X (1) ¢ 2mr(-w)
o Desplazamiento en el tiempo

z(t — to) ¢ X(w)e It

 Desplazamiento en la frecuencia

z(t)elot s X wo)

 Diferenciacién en el tiempo

dz(t) .
a7

Integracién en el tiempo

[

 Diferenciacién en la frecuencia

(=jt)"a(t) +=

Multiplicacién en el tiempo

1 (t)z2(t)

 Convolucién en el tiempo

21(t) ¥ 22(t) 55 Xa

15.2 Principales transformadas de Fourier

Seial Transformada en &
3(t) 1
1
=
sqn(t)
J
u(t)
3 Cue™ | 2 Y Cudw - neg

W (Wt
=S (T)
NG
tri (ﬂ
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cos(wat) 7 [8(w — wo) + 8(w + wo)]

sen(wot) J7 5w +wo) — 5w — wo)]
u(t) cos(wot) [3(w — wo) + 6(w + wo)] +
u(t)sen(wpt) 216w = wp) = 8w + wo)] +

u(t)e™* Re(a) >0

u(t)te=""

o—lalt

u(t)e™®" cos(wot)

u(t)e™*'sen(wot)

16 DTFT (Transformada de Fourier para tiem-
po discreto).-

=

z[n] )l”/ X () 55 X(e) = 3 afn]eien

16.1 Propiedades de la DTFT

o Simetria TIEMPO FRECUENCIA

I
REAL REAL
IMPAR |y IMPAR

PAR

IMAGINARIO IMAGINARIO

IMPAR

o Inversién temporal

2l-n] ¢ X(e™)

si 2fn] € B = f-n] 25 X"(e)
o Desplazamiento en tiempo y frecuencia
2ln - ng] € emiena X (1<)

2 X (o

 Linealidad

2ln] 5 X ()
yln] 5 V(&)

aaln] + by[n] < aX () + BY ()
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 Convolucién y modulacién (o enventanado)

2ln] + yln] €5 X (&)Y ()

rlnlyln]

/ X(e?)Y (e/“=0))df

® Teorema de Parseval

> bl

16.2 Principales DTFT

Secuencia DTFT
] T
3[n — no)

1 (~00<n<+o0)

a"uln] (o <1)

ufn]

(n+D)a"uln] (la] < 1)

senloy (£ DT e (1 < 1)

on(io,) 1 —2rcos(w,)e
senlwen] e 11
seten] X(el )7{ o
1 0<mn en[w(M + 1)/2] _
0 coc sen(w/2)
=
elwan > 2mé(w — wo + 2kn)
e
T
cos(won + ¢) 3 (0w — wo + 2km) + € I5(w + wo + 2Kr)]

17 DFT(Transformada de Fourier para tiempo
y frecuencia discretas).-

> ameiFhn k=01, N -1

=0

3 xmSER m=o,1

=0
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17.1 Propiedades de la DFT

o Linealidad:
az(n) + by(n) & aX(k) +bY (k)

o Propiedad de desplazamiento en el ”tiempo”:

(= m)moa n ¢ X (k)e™
o Propiedad de desplazamiento en la "frecuencia”:
2(n)el (BN 6 X (k= 1) oa v

® Teorema de Parseval:

N-1

Conjugacién:
27(1) X" (~K)moa

2" (n) ¢ X(k) = X" (=K)|noa

X*(N—-k)  Para secuencias reales

o Convolucién circular:

Nt
X1 (K)Xa(k) 0 21(n) ® 22(n) = Y 21 (m)za(n — m)lmoa v = y(n)

m=0

18 Transformada en Z.-

-t Jr=re

NOTA:Es necesaria una regién de convergencia (ROC) para definirla
perfectamente (esta ROC serd o un disco o una corona circular).

18.1 Cilculo de la transformada en Z inversa para polos
de multiplicidad k

si 2 es interior a T’
si z) es exterior a T’

18.2 Propiedades de la transformada en Z

 Linealidad

ROCy =11 < |z| < Ru

ROCy=ry <|2| <R

axy [n]+bas[n] < aXy(2)+bXs(2) RO

ROC,NROC; (como minimo)

11
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o Desplazamiento temporal

zln] > X(2)

— K 5 2R X(2)
o Inversién temporal
2[n] < X(2) r<lzd <R
. 1 1
sy L 1
don] S XET <l<p

o Escalado en z
o] <S> X(z)  r<ld| <R

ez
oo x (@) <l
aaln) X (2) r<|E<r
# Diferenciacién en z

r<ld <R

r<ld <R

« Convolucién de dos secuencias
oy[n] 5 Xi(2) ROC,

] 5 Xo(z) ROC,

2] w22
© Multiplicacién de dos secuencias
oy [n] 5 Xy (2) ROCy =7y <|2| <Ry

m[] €5 Xa(z) RO

=r <[ <R

]

25 o v

 Conjugacién de una secuencia

]« X(2)
'[n] 5 X7(27)
o Teorema de Parseval

z1[n] 5 Xa(z) ROC1 =11 <|2| <Ry

[ ¢35 Xo(z)  ROC:=ra<|s| < Rs

5 (i) e
G

 Teorema del valor inicial (para secuencias causales)

#(0) = lim X(2)

3 Xi(2)Xa(2) ROC) N ROC»(como minimo)

e X@% (2ot ROC=nr <l < IR,
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o Desplazamientos para la transformada en > unilateral X
lla tal que z[n] = 0, para todo n < 0)

(aque-

~ Retrasos z[n - k|

2ln— k] ¢

~ Adelantos z[n + k]

oln + k]

18.3 Principales transformadas en Z

Seial x[n] Transformada X (z) ROC
3]

uln]

a"ufn]

nauln]

a"uf-n 1]

(coslwon])uln]

(senfuon])uln]

(a" coslion]uln

(a"senlwon])uln]





