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GEOMETRÍA Y MÉTRICA
  Los conceptos de punto, recta y plano geométricos son puramente intuitivos, no pudiéndose dar una definición geométrica rigurosa de ellos. 

Sin embargo, a partir de la idea intuitiva de plano, puede definirse la recta como la intersección de dos planos, y el punto como la intersección de dos rectas.

    La propiedad característica del punto geométrico es que éste no tiene ninguna dimensión. Se representa convencionalmente por medio de un punto ortográfico de la menor dimensión posible. 

Cada punto se denomina mediante una letra mayúscula situada a uno de los lados del punto.

    La recta geométrica se caracteriza por tener longitud infinita, pero sólo longitud. 

Convencionalmente se representa por medio de un fino trazo de la longitud que convenga y se nombra mediante una letra minúscula, o bien mediante dos letras mayúsculas situadas en dos puntos cualesquiera de la recta (ya que dos puntos geométricos determinan siempre una recta). 

La propiedad característica del plano geométrico es que posee una superficie ilimitada, aunque no ocupa ningún volumen (sólo tiene superficie). 

Se suele representar convencionalmente por medio de un paralelogramo de lados menores inclinados. 

Se nombra mediante una letra del alfabeto griego o bien mediante una letra mayúscula situada en una de las zonas extremas.

    Una importante propiedad que relaciona estos tres conceptos dice: una recta que tenga dos puntos en un plano está toda ella contenida en él.

    Otros conceptos importantes de la geometría son: 

    – Semirrecta: Porción de recta comprendida entre un punto cualquiera de la recta (denominado origen) y el infinito.

Segmento: Porción de recta comprendida entre dos de sus puntos: 

· Uno de ellos es el origen del segmento 

· El otro es el extremo del segmento

    – Vector: Segmento orientado, es decir, con origen y extremo determinado. 

Un vector AB queda definido por: 

· el origen o inicio del vector A; 

· el extremo o final del vector B; 

· el módulo o longitud del vector igual a la longitud del segmento AB; 

· la dirección, que es la de la recta AB sobre la que está situado el vector, 

· el sentido, que se dirige desde el origen A hacia el extremo B del vector.

   – Semiplano: Porción de plano comprendida entre una recta AB contenida en él y el infinito. 

  Algunas propiedades y definiciones fundamentales son: 
    • Una recta es un conjunto de puntos.

    • Una recta es un subconjunto del plano que la contiene.

    • Una recta contiene un número infinito de puntos.

    • Entre dos puntos de una recta está contenido un número  infinito de puntos.

    • Dos segmentos son consecutivos cuando tienen en 

común un extremo y ningún otro punto.

    • Dos segmentos consecutivos son adyacentes cuando tenecen a la misma recta.

Orientar una recta (o uno de sus segmentos) equivale a establecer una relación de orden total en el conjunto de sus puntos, de tal modo que, dados tres de dichos puntos A, B y C, el B se halle entre A y C (los separa) si y sólo si se cumple una de estas dos eventualidades: A precede a B y B a C; C precede a B y B a A.

    • En un plano hay un número infinito de rectas.

    • Por un punto del plano pasa un número infinito de rectas. 

    • Por un punto del espacio pasan un número infinito de rectas.

    • Por dos puntos de un plano pasa una recta y sólo una.

    • Por definición, la distancia más corta entre dos puntos es la longitud del segmento que los une.

Se llama haz propio (o simplemente haz) de rectas al conjunto de todas las rectas que pertenecen simultáneamente a un punto y a un plano, es decir, rectas yacentes en un mismo plano y que pasan por un mismo punto; el punto se denomina vértice o centro del haz.

 OPERACIONES CON SEGMENTOS
SUMA O ADICIÓN DE SEGMENTOS
    Para sumar varios segmentos se transportan sobre una recta cualquiera, de modo que el extremo de uno sea el origen de otro (para situar el primero se toma un punto arbitrario). 

El segmento suma es el que tiene por origen el origen del primer segmento sumando y por extremo, el extremo del último segmento sumando. 

 RESTA O SUSTRACCIÓN DE SEGMENTOS
    Para restar dos segmentos se traslada sobre el extremo minuendo (que debe ser mayor o igual que el segmento sustraendo; en caso contrario no es posible realizar la sustracción) el segmento sustraendo de modo que coincidan los orígenes o los extremos. 

El segmento diferencia es la parte del segmento minuendo comprendida entre los extremos o los orígenes no coincidentes, es decir, la parte de minuendo no coincidente con el sustraendo.

PRODUCTO DE UN SEGMENTO POR UN NÚMERO REAL
    Se procede como en el caso de la suma, con tantos sumandos iguales al segmento que se multiplica como unidades tiene el número.

    Varios segmentos unidos de modo que el extremo de uno coincida con el origen del siguiente forman una línea poligonal. 

Si el extremo de último coincide con el origen del primero, la línea poligonal es cerrada; en caso contrario (no coinciden), la poligonal es abierta.

    Una línea poligonal cerrada divide al plano en dos partes: el interior de la línea y el exterior (aunque en sentido estricto son tres las partes, ya que los puntos de la misma poligonal no son del interior ni del exterior, sino de una parte llamada «frontera entre ambas»).

    Un punto es del interior si cualquier recta que pase por el punto corta a la poligonal; si existe alguna recta que pase por el punto que no corte al polígono, el punto es exterior. 

La parte del plano interior a la línea poligonal se denomina polígono.

    Un polígono es convexo si cualquier recta que lo corte lo divide sólo en dos partes; si alguna recta lo divide en más de dos rectas, es cóncavo. 

ÁNGULOS
    Definimos el ángulo como la porción de plano comprendida entre dos semirrectas que parten de un oriogen común. 

Las dos semirrectas reciben el nombre de lados del ángulo y el origen común a ambas se denomina vértice.

	

	Dos rectas que se cortan en el punto P forman un ángulo que se expresa mediante tres puntos, uno en cada lado (a y b) y el tercero en el vértice. Así, QPR es un ángulo de vértice P cuyos lados son PQ y PR


    Como puede apreciarse dibujando dos semirrectas con un origen común, quedan determinados dos ángulos: uno interior que se llama convexo y otro exterior llamado cóncavo. 

Aunque al hablar de un ángulo (si no se especifica lo contrario) se sobreentiende el interior.

    Los ángulos se denominan mediante tres letras mayúsculas, dos de ellas situadas en los lados y la tercera en el vértice. 

También se denominan mediante una letra minúscula situada cerca del vértice o mediante la letra mayúscula que designa el vértice.

    En todo ángulo ABC, un lado BC puede llevarse sobre el otro BA efectuando un giro con centro en el vértice O. 

Según que el giro sea mayor o menor, será mayor o menor el ángulo correspondiente. 

Al efectuar dicho giro, cada punto del lado móvil BC de ángulo describe un arco de centro en el vértice del ángulo que se denomina arco correspondiente al ángulo dado. 

Los ángulos y los arcos se miden por grados o radianes según el sistema de medida. 

Un punto que realiza un giro completo (regresando al lugar original) recorre una circunferencia que por definición tiene 360 grados. 

Cada grado se divide en 60 minutos y cada minuto en 60 segundos (sistema sexagesimal). 

360º = 2.pi = 6,28 radianes   1 radian = 360 / 6,28 = 57,3º

 TIPOS DE ÁNGULOS
    • Consecutivos. Tienen el vértice y un lado común.
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	Dos rectas que se cortan en el punto P forman un ángulo que se expresa mediante tres puntos, uno en cada lado (a y b) y el tercero en el vértice. Así, QPR es un ángulo de vértice P cuyos lados son PQ y PR


    • Adyacentes. Tienen el vértice y un lado común y los lados restantes situados en prolongación uno del otro.

    • Llano. Tiene uno de sus lados como prolongación del otro. Mide 180º.

    • Recto. Es la mitad de un llano. Mide 90º.

    • Agudo. Mide menos que un recto.

    • Obtuso. Mide más que un recto.

    • Complemetarios. Los que sumados (puestos consecutivamente) miden un recto.

    • Suplementarios. Los que sumados dan como resultado un ángulo llano (180º); es decir, que puestos consecutivamente son adyacentes. Los adyacentes son suplementarios.

    • Bisectriz de un ángulo. Es la semirrecta que pasa por el vértice y divide al ángulo en dos partes iguales.

 RECTAS EN EL PLANO
    En el plano, dos rectas pueden tener dos (y por tanto todos), uno o ningún punto en común. 

En el primer caso son coincidentes, se cortan en el segundo y son paralelas en el tercero.

    Dos rectas que se cortan determinan cuatro ángulos iguales dos a dos. 

Estos ángulos iguales son los opuestos por el vértice, es decir, los que no son adyacentes.

    Cuando se cortan formando cuatro ángulos iguales, se dice que las dos rectas son perpendiculares. 

Cada uno de estos ángulos mide un recto (90º = 360º/4).

    Se entiende por mediatriz (o eje) de un segmento a la perpendicular por el punto medio del segmento dado. 

La mediatriz de AB es el lugar geométrico de todos los puntos del plano que equidistan de AB.

    Distancia de un punto a una recta es la longitud del segmento perpendicular trazado desde dicho punto a la recta, que está comprendido entre ambos.

    Las rectas paralelas son equidistantes: todos los puntos de una de ellas están a la misma distancia de la otra.

    Existen un número infinito de rectas paralelas a una recta dada. Por cualquier punto pasa una sola recta, paralela a una recta dada.    

 TRIÁNGULOS
    Triángulo es una figura plana, formada por tres segmentos que, considerados dos a dos, tienen un extremo común.

    Los segmentos AB, BC y CA que forman el triángulo se llaman lados del triángulo. 

Los ángulos formados por cada dos lados consecutivos son los ángulos del triángulo. 

Se denominan vértices del triángulo a los vértices de los ángulos.

    Un triángulo se designa mediante tres letras mayúsculas situadas en los vértices del triángulo. 

Estas mismas letras designan a los vértices del triángulo. 

Los lados del triángulo se designan normalmente mediante una letra minúscula e igual a la del vértice opuesto. 

Así, el lado AB se denomina c, ya que el vértice C es el opuesto a este lado.

 TIPOS DE ÁNGULOS 

a) Según los lados:
   • Equilátero. Tiene los tres lados iguales (en este caso los ángulos también son iguales).

    • Isósceles. Sólo dos lados iguales (los ángulos opuestos a estos lados también son iguales).

    • Escaleno. Tiene los tres lados desiguales (siéndolo también los ángulos).

b) según los ángulos:
   • Acutángulo. Tiene los tres ángulos agudos.

    • Rectángulo. Tiene un ángulo recto. Los lados de este ángulo se llaman catetos; el opuesto, hipotenusa.

    • Obtusángulo. Tiene un ángulo obtuso.

	 CONGRUENCIA


Dos triángulos son congruentes cuando tienen:
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	Iguales dos lados y el ángulo que forman.
	Iguales un mismo lado y los dos ángulos adyacentes a éste.
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	Iguales un mismo lado, uno de los ángulos adyacentes y el ángulo opuesto al lado igual.
	Los tres lados iguales.
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	Dos lados y el ángulo opuesto a uno de ellos iguales, a condición de que el ángulo adyacente al otro lado igual sea de la misma especie en los dos triángulos (recto, agudo u obtuso).

	En geometría euclídea, el término congruencia es equivalente al de igualdad de dos figuras


 ELEMENTOS NOTABLES DE UN TRIÁNGULO
    Altura. 

Cada una de las perpendiculares trazadas desde un vértice al lado opuesto (o su prolongación). 

Las tres alturas de un triángulo se cortan en un punto llamado ortocentro.

    Mediatriz. 

Cada una de las perpendiculares trazadas a los lados del triángulo en su punto medio. 

Las tres mediatrices se cortan en un punto llamado circuncentro, por ser el centro de la circunferencia circunscrita al triángulo.

    Mediana. 

Cada uno de los segmentos que van desde un vértice hasta el punto medio del lado opuesto. 

Las tres medianas de un triángulo se cortan en un punto llamado baricentro. 

El baricentro 0 divide a cada mediana de modo que el segmento comprendido entre 0 y el vértice es doble del comprendido entre 0 y el lado. 

    Bisectriz. 

Cada una de las bisectrices de los ángulos del triángulo. 

Las tres bisectrices se cortan en un punto llamado incentro, por ser el centro de una circunferencia inscrita en el triángulo, es decir, tangente a los lados del mismo.

    Suma de los ángulos de un triángulo. 

En todo triángulo se cumple que la suma de los ángulos vale 180 grados.

CRITERIOS DE IGUALDAD DE TRIÁNGULOS
   Dos triángulos cualesquiera son iguales si se verifica una cualquiera de las siguientes condiciones:

    a) Que sea igual un ángulo y los lados que conforman este ángulo.
    b) Que sea igual un lado y los dos ángulos que tiene en común este lado.
    c) Que sean los tres lados iguales.

    Si se trata de dos triángulos rectángulos, los tres casos anteriores se simplifican, pues ya tienen un ángulo igual, por lo que las tres condiciones serán:

    Dos triángulos rectángulos son iguales si tienen iguales:

    a) los dos catetos;
    b) un cateto y un ángulo agudo; 
    c) la hipotenusa y uno de los catetos.

 CRITERIOS DE SEMEJANZA DE TRIÁNGULOS 

   Dos triángulos son semejantes cuando tienen los ángulos iguales y los lados proporcionales.

    Para que dos triángulos cualesquiera sean semejantes ha de cumplirse una de las siguientes condiciones:

    a) que tengan dos ángulos respectivamente iguales.
    b) que tengan un ángulo igual y proporcionales los lados que forman este ángulo.
    c) que tengan los lados proporcionales.

    En el caso de que los dos triángulos sean rectángulos, como ya tienen un ángulo igual, las condiciones de semejanza serán:

    a) que tengan un ángulo agudo igual. 
    b) que los catetos de uno sean proporcionales a los del otro.
    c) que la hipotenusa y un cateto de uno sean proporcionales a la hipotenusa y un cateto del otro.

TRIGONOMETRÍA
 RELACIONES ENTRE LOS ELEMENTOS DE UN TRIÁNGULO RECTÁNGULO
RAZONES TRIGONOMÉTRICAS

   Se deben de considerar una serie de definiciones previas:

    – Un segmento x es media proporcional entre otros dos a, b cuando se verifica: 
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· Dada una recta a y un punto P, se llama proyección del punto P sobre la recta a al punto 

· P´ definido como la intersección de la perpendicular a a trazada por P y la misma recta a.

    – Proyección de un segmento MN sobre una recta a es el segmento M´N´ cuyos extremos son las proyecciones de los extremos M,N del segmento dado sobre la recta a.

En un triángulo rectángulo, seno de un ángulo es la relación (el cociente) entre el lado opuesto y la hipotenusa; 

el coseno de un ángulo es la relación entre el lado contiguo 

y la hipotenusa; la relación entre el seno y el coseno de un 

ángulo (o equivalentemente la relación entre el lado opuesto

 y el contiguo) es la tangente de ese ángulo. 

Aunque, definidos en un triángulo rectángulo, los valores de seno, coseno y tangente de un ángulo son valores fijos que se hallan perfectamente tabulados en las tablas trigonométricas. 

Las razones: 

· seno (sen), 

· coseno (cos) 

· tangente (tg), 

así como sus inversas: 

· cosecante (cosec =  1/sen), 

· secante (sec = 1/cos) y 

· cotangente (cotg = 1/tg) 

reciben el nombre de razones trigonométricas. 
Ilustración 1
	Angulo

Razon trigonometrica
	0º
	30º
	45º
	60º
	90º

	seno
	0
	1/2
	√ 2/2
	√ 3/2


	1

	tangente
	0
	√ 3/3
	1
	√ 3

	oo


    Sea el triángulo rectángulo ABC (rectángulo en A)

    • Teorema del cateto. 

En todo triángulo rectángulo, se verifica que un cateto es media proporcional entre la hipotenusa y la proyección de dicho cateto sobre la hipotenusa:
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    • Teorema de la altura. 

En todo triángulo rectángulo, la altura es media proporcional entre los dos segmentos en que divide a la hipotenusa:
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    • Teorema de Pitágoras. 

En todo triángulo rectángulo se cumple que el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de los catetos: 

a2 = b2 + c2

    De las definiciones de las razones trigonométricas se deduce:

b = a sen B = a cos C
c = a cos B = a sen C
b = c tg B; c = b tg C 
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La geometría es la parte de las matemáticas dedicada al cálculo de los ángulos. 

En una circunferencia pueden determinarse algunas de las razones trigonométricas más importantes: 

sen a = gp; 

cos a = xp; 

tg a = gp/xp
TRIÁNGULOS NO RECTÁNGULOS
    Se verifica:

    1) El cuadrado del lado opuesto a un ángulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de los otros lados menos el doble del producto de uno de ellos por la proyección del otro sobre él (fig.1).

a2 = b2 + c2 – 2cm
(m es la proyección de b sobre c) 

    2) El cuadrado del lado opuesto a un ángulo obtuso es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados más el doble del producto de uno de ellos por la proyección del otro sobre él (fig.2).

a2 = b2 + c2 + 2cm
(m es la proyección de b sobre c)

    (Obsérvese que, en un triángulo rectángulo, la proyección de un cateto sobre el otro es un punto –por ser perpendiculares– así como que la proyección de la hipotenusa sobre un cateto coincide exactamente con este cateto).

    • Teorema de los senos. 

En todo triángulo se verifica que los lados son proporcionales a los senos de los ángulos opuestos: 
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    Siendo r el radio de la circunferencia circunscrita al triángulo.

    • Teorema del coseno. 

En todo triángulo, el cuadrado de uno de los lados es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos menos el doble del producto de dichos lados por el coseno del ángulo que forman:

a2 = b2 + c2 – 2bc cos A
b2 = a2 + c2 – 2ac cos B
c2 = a2 + b2 – 2ab cos C
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FÓRMULAS DE BRIGGS O DE LAS TANGENTES
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 a, b, c son las longitudes de los lados del triángulo. 

p = semiperímetro del triángulo =[image: image14.png]atb+c




 

ÁREA DEL TRIÁNGULO
    Son equivalentes:

    1) El área de un triángulo es igual al semiproducto de uno de los lados por su altura correspondiente. O el producto de la base por la altura, dividido por 2.

    En el caso de un triángulo rectángulo, su área es igual al semiproducto de los catetos.

    2) El área de un triángulo es igual al semiproducto de dos lados cualesquiera por el seno del ángulo comprendido entre ellos.

    3)  A =   p (p-a) (p-b) (p-c), (Fórmula de Herón),
     siendo p = semiperímetro del triángulo =  [image: image15.png]atb+c




 POLÍGONOS
    Se llama línea poligonal a la figura formada por varios segmentos AB, BC, CD, etc., tales que un segmento x y el siguiente tienen un extremo común.

    Cuando el primer segmento y el último de la línea poligonal tienen también un extremo en común se dice que la línea poligonal es cerrada.

Los segmentos que forman la línea poligonal son los lados de la misma. 

Los extremos comunes de cada dos segmentos consecutivos son los vértices de la poligonal.

    Se llama polígono a la porción de superficie encerrada dentro de una línea poligonal cerrada. Se denomina perímetro de un polígono a la suma de todos sus lados.

    Se llaman lados, vértices y ángulos de un polígono a los de la línea poligonal que lo delimita. 

Se denominan diagonales de un polígono a todos los segmentos que unen dos vértices no consecutivos.

    La suma de los ángulos de un polígono es igual a tantas veces dos rectos como lados tiene el polígono menos dos.

 

CLASES DE POLÍGONOS
    Podemos distinguir:

    • Polígonos regulares: 

Son aquellos que tienen todos los lados iguales y todos los ángulos iguales.

    • Polígonos irregulares. 

Los que no son regulares.

    • Polígonos convexos. 

Cuando tienen todos los ángulos salientes. En este caso una recta r sólo corta al polígono en dos puntos.

    • Polígonos cóncavos: 

Cuando tienen algún ángulo entrante. En este tipo de polígonos una recta cualquiera puede cortar el polígono en más de dos puntos.

Según el número de lados, los polígonos reciben las siguientes denominaciones: 

triángulo (3 lados); 

cuadrilátero (4); 

pentágono (5); 

exágono (6); 

heptágono (7); 

octógono (8); 

eneágono (9); 

decágono (10); 

endecágono (11); 

dodecágono (12); 

pentadecágono (15). 

Para los restantes polígonos se indica únicamente el número de lados.

 

CUADRILÁTEROS
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	Cuadrado


    Los cuadriláteros son los polígonos de cuatro lados. Según su forma se clasifican en:

Paralelogramos. 
Tienen los lados paralelos dos a dos. 

A su vez se clasifican en:     
Cuadrados: 

tienen los ángulos rectos y los lados iguales (polígono 


regular).
Rectángulos: 
tienen los cuatro ángulos rectos.
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	Rombo


Rombos: 

tienen los cuatro lados iguales.

Romboides:

no tienen lados ni ángulos iguales.
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2) Trapecios. 
Tienen dos lados paralelos (bases) y los otros dos no. A su vez, se clasifican en:

    Trapecio isósceles: 

tienen de igual longitud los lados no paralelos.

    Trapecio escaleno: 

tiene los lados no paralelos desiguales. 

    Trapecio rectángulo:
tiene un lado perpendicular a las bases.

    En un trapecio son elementos notables la altura o segmento de la recta perpendicular a las bases y comprendido entre ellas (la longitud de la altura es la distancia entre las bases); y la paralela media, o segmento de la recta que une los puntos medios de los lados no paralelos y comprendido entre ellos.

    3) Trapezoides. 

No tienen ningún par de lados paralelos.

Todos los lados de un hexágono regular miden lo mismo que el radio del círculo en el que se halla inscrito. 

Trazando los radios de éste hasta los vértices del hexágono se obtienen seis triángulos equiláteros cuyos ángulos miden 60º. Así, 60 x 6 = 360º, que es la suma total de los ángulos del hexágono. 

Trazando en un círculo seis cuerdas de longitud igual al radio se obtiene el polígono regular llamado hexágono. 

POLÍGONOS REGULARES
    Si un polígono tiene todos sus lados iguales se llama equilátero; si tiene todos sus ángulos iguales se llama equiángulo. 
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Un polígono regular es el que es equilátero y equiángulo.

    Circunferencia circunscrita 

a un polígono regular es la que coincide con el polígono en todos sus vértices.

    Circunferencia inscrita 
en un polígono regular es la que es tangente al polígono en los puntos medios de todos sus lados.
Se llama radio y centro de un polígono regular al radio y centro de la circunferencia circunscrita al mismo. 

Se llama apotema de un polígono regular al radio de la circunferencia inscrita.

 El perímetro de un polígono es la suma de las longitudes de todos sus lados. 

En un polígono regular, por tener todos los lados iguales, es igual al producto de la longitud de uno de los lados por el número de ellos.

El área de un polígono regular es igual al producto del semiperímetro del polígono por su apotema.

Área del rectángulo: 

producto de la base por la altura (cualquiera de los lados es una base, la altura es cualquiera de los lados perpendiculares a la base).

    Área del cuadrado: 
lado al cuadrado.

    Área del rombo: 

semiproducto de las diagonales.

    Área del romboide: 
producto de la base por la altura (cualquiera de los lados es la 



base, la altura es la distancia entre el lado tomado como base y 



el opuesto).

    Área del triángulo: 
semiproducto de la base por la altura correspondiente a esa base.

    Área del trapecio: 
producto de la semisuma de las bases por la altura.

    (*) Cuando se desee hallar el área de un polígono no regular, no hay otra alternativa que descomponer el polígono en figuras más pequeñas cuya superficie se pueda conocer mediante fórmulas.

POLÍGONOS SEMEJANTES
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    Dos polígonos son semejantes cuando tienen los ángulos iguales y los lados correspondientes proporcionales.

    Se denomina razón de semejanza al valor constante que adquiere el cociente entre cada dos lados correspondientes.

    Los lados correspondientes en los dos polígonos semejantes se denominan lados homólogos, y los vértices correspondientes, vértices homólogos.

Polígonos semejantes
(dos trapecios).

 

TEOREMA DE TALES
    Cuando un sistema de rectas paralelas corta a dos rectas cualesquiera, los segmentos que aparecen en una de éstas son respectivamente proporcionales a los segmentos correspondientes en la otra.

CIRCUNFERENCIA, CÍRCULO
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    Se llama circunferencia a la curva formada por todos los puntos del plano que equidistan de otro punto (M en las figuras), fijado en el plano. 

El punto central se denomina centro de la circunferencia. 

Se llama radio de la circunferencia (r) a todo segmento que va desde el centro hasta un punto cualquiera de la misma (fig. 1).

    Se llama círculo a la porción de plano encerrada dentro de una circunferencia.

    Se llama arco a cada una de las porciones de circunferencia comprendidas entre dos de sus puntos. 

A los dos puntos anteriores se les denomina extremos del arco. 

Un arco se nombra citando sus dos extremos especificados por letras mayúsculas. 

Se llama cuerda (fig. 3) correspondiente a un arco el segmento que une los extremos del arco. 

Si la cuerda corresponde a media circunferencia se denomina diámetro (fig. 1); en este caso la cuerda pasa por el centro de la circunferencia y vale dos radios. 

También puede hablarse, recíprocamente, de arco correspondiente a una cuerda, como aquel que tiene sus mismos extremos.

 POSICIONES RELATIVAS
DE RECTA Y CIRCUNFERENCIA
    • Recta secante (fig. 4) a una circunferencia: cuando la recta corta a la circunferencia en dos puntos.

    • Recta tangente (fig. 2) a la circunferencia: cuando la recta toca a la circunferencia sólo en un punto, denominado “punto de contacto”.

    • Recta exterior a la circunferencia: la recta y la circunferencia no tienen ningún punto en común.

 

POSICIONES RELATIVAS DE DOS CIRCUNFERENCIAS
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    • Exteriores: la distancia entre los centros es mayor que la suma de los radios. No tienen ningún punto en común.    

• Tangentes exteriores: la distancia entre los centros es igual a la suma de los radios. Tienen un punto en común (figura 8).

    • Secantes: la distancia entre los centros es menor que la suma de los radios. Tienen dos puntos comunes (fig. 6).

    • Tangentes interiores: la distancia entre los centros es igual a la diferencia de los radios. Tienen un punto en común (fig. 7).

    • Interiores: la distancia entre los centros es menor que la diferencia de los radios. No tienen ningún punto en común.

    • Concéntricas: coinciden los centros (fig. 5).

 

TIPOS DE ÁNGULOS
EN LA CIRCUNFERENCIA
    Dada una circunferencia, se dice que un ángulo es central cuando los lados del ángulo son semirrectas que parten del centro de la circunferencia (fig. 11).

 Se llama ángulo inscrito en una circunferencia al que tiene el vértice en la circunferencia y cuyos lados son cuerdas. 

Vale la mitad del ángulo central correspondiente al mismo arco (fig. 12). 

Se llama ángulo semiinscrito en una circunferencia a aquel que tiene su vértice en la circunferencia y cuyos lados son respectivamente una cuerda y una tangente.

	[image: image20.png]nnnnn






    Se denomina ángulo interior (fig. 13) a una circunferencia al formado por dos semirrectas que parten de un punto, distinto del centro, del círculo limitado por la circunferencia.

    Se denomina ángulo exterior a aquél que tiene su vértice en el exterior de la misma y cuyos lados pueden ser dos tangentes, una secante y una tangente o dos secantes. 

En el primer caso el ángulo se llama circunscrito (fig. 14).

    Longitud de la circunferencia =2r ( = 3.14l 592...) = d
    Longitud de un arco de circunferencia = pra /180º (a = amplitud en grados del arco).

    Área del círculo = r2
FIGURAS CIRCULARES
ector circular (fig. 10).

    Porción de círculo limitada por dos radios y un arco de la circunferencia. 

Su área es igual a r2a/360º (a= amplitud en grados del arco).

    Segmento circular. 

Porción de círculo comprendida (fig. 9), entre un arco y su cuerda correspondiente.

    Corona circular. 

Porción de superficie comprendida entre dos circunferencias concéntricas. 

Su área es igual a la diferencia de las áreas de los dos círculos mayor y menor entre los cuales está comprendida.
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PLANOS Y RECTAS EN EL ESPACIO
    • Si dos rectas a y b son paralelas, entonces todo plano H que corte a una de ellas a, cortará también a la otra b.

    • Dos rectas a y b paralelas a una tercera c son paralelas entre sí.

    • Si una recta a es paralela a otra recta b de un plano, se cumple que o bien es paralela a dicho plano o bien está contenida en él. 

    • Si una recta a es paralela a un plano P, todo plano Q que pase por la recta a y corte al plano P determina una recta de intersección b paralela a la recta dada (a).

    • Si una recta a es paralela a un plano P se cumple que toda paralela b a la recta dada a por un punto A del plano P está contenida en dicho plano.

    • Si una recta a es paralela a dos planos P y Q que se cortan, es también paralela a su recta de intersección i.

    • Por un punto A exterior a un plano P sólo se puede trazar un plano Q paralelo a dicho plano P.

    • Toda recta a contenida en un plano P es paralela a cualquier plano Q paralelo al primero P.

    • Si un plano P corta a otros dos planos paralelos Q y R, las rectas de intersección que resultan, a y b, son paralelas entre sí. 

    • Dos planos P y Q paralelos a un tercero son paralelos entre sí. 

    • El conjunto de todas las rectas a, b, etc., que pasan por un punto A y son paralelas a un plano P están situadas en el plano Q paralelo al plano dado por dicho punto A.

RELACIONES DE PERPENDICULARIDAD EN EL ESPACIO
    Dos rectas en el espacio ocupan una de las posiciones siguientes:

a) ser paralelas
b) cruzarse
c) cortarse

    En el primer caso, rectas paralelas, se mantienen equidistantes, tienen la misma dirección.

    En el segundo caso, rectas que se cruzan, se mantienen equidistantes pero no tienen la misma dirección. El ángulo de dos rectas que se cruzan es igual al ángulo que se forma cuando se traza una paralela a cada una de las rectas por un punto cualquiera del espacio.

    En el tercero, rectas que se cortan, ni son equidistantes ni tienen la misma dirección. Las rectas que se cortan se hallan en un mismo plano.

 

PERPENDICULARIDAD ENTRE RECTA Y PLANO
    Se dice que una recta es perpendicular a un plano (y viceversa) cuando la recta es perpendicular a todas las rectas del plano que pasan por su pie, entendiendo por pie de la perpendicular el punto en que ésta corta al plano.

    Si una recta corta a un plano y no le es perpendicular se dice que la recta es oblicua a dicho plano.

    Si se cumple que una recta que corta a un plano es perpendicular a dos rectas de dicho plano que pasan por su pie, entonces dicha recta es perpendicular a todas las rectas del plano y, en consecuencia, es perpendicular al plano.

 

TEOREMA DE LAS TRES PERPENDICULARIDADES
     Dada una recta AB perpendicular a un plano P, si por su pie B se traza la perpendicular BD a una recta cualquiera r del plano P, se verifica que toda recta que pase por D y por un punto cualquiera C de la recta AB es perpendicular a la recta r del plano. O (ver fig.).

ÁNGULOS DIEDROS Y POLIEDROS
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	Un poliedro y su desarrollo. En este caso es un tetraedro regular.


   Se denomina ángulo diedro, o simplemente diedro, al espacio comprendido entre dos semiplanos. En todo diedro se distinguen:

    • las capas, que son cada uno de los dos semiplanos del diedro.

    • la arista o recta común de los dos semiplanos que forman el diedro.

    Se llama plano bisector de un diedro al semiplano que partiendo de la arista divide al diedro en dos partes iguales.

    Se llama rectilíneo de un diedro al ángulo que se forma cuando se trazan dos perpendiculares a la arista del diedro, en un mismo punto de la arista y situadas una en cada cara del diedro. 

La medida de un diedro es la de su rectilíneo correspondiente.
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    Cuando desde un mismo punto del interior de un diedro se traza una perpendicular a cada cara se obtiene un ángulo que resulta ser suplementario del rectilíneo del diedro, por lo que se llama rectilíneo suplementario del diedro.

    Dos diedros son consecutivos cuando tienen la arista y una cara en común y las otras dos caras, una a cada lado de la común. 

Son complementarios cuando sumados valen un recto y suplementarios cuando su suma vale dos rectos.

    Un diedro es agudo, recto u obtuso cuando lo es su correspondiente rectilíneo.

    Dos diedros son adyacentes cuando son consecutivos y sus caras comunes están en el mismo plano. 

Si dos diedros son adyacentes, son suplementarios.

    Dos diedros son opuestos por la arista cuando tienen la arista común y las caras de uno son prolongación de las caras del otro.

    Suma de diedros. 

Para sumar varios diedros se disponen unos a continuación de otros, de manera que sean consecutivos, y el diedro suma es el formado por la arista común y las dos caras extremas.
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    Planos perpendiculares. D

os planos son perpendiculares cuando se cortan fomando cuatro diedros rectos.

    En el caso de que se corten pero no formen diedros rectos, se llaman planos oblicuos.

Cuando tres planos se cortan dos a dos, forman tres líneas de intersección; a. 

Si dos líneas de intersección coinciden en un punto S, la tercera coincidirá también en el mismo punto; b. 

Si dos líneas de intersección son paralelas entre sí, la tercera también es paralela.

PROPIEDADES RELATIVAS A LA PERPENDICULARIDAD DE PLANOS
     • Por una recta a situada en un plano sólo puede trazarse un plano perpendicular al dado.

    • Si una recta es perpendicular a un plano, se verifica que todo plano que contenga a la recta es perpendicular al plano dado.

    • Por una recta oblicua o paralela a un plano sólo se puede trazar un plano perpendicular al dado.

    • Todas las rectas perpendiculares a un plano trazadas por puntos de una recta no perpendicular a él están situadas en el plano perpendicular al dado que contiene dicha recta.

PROYECCIÓN ORTOGONAL
    Se entiende por proyección ortogonal de un punto A sobre un plano P al pie A’ de la perpendicular trazada desde dicho punto al plano.

    Al segmento de perpendicular AA’ comprendido entre el punto A y el plano P se le llama distancia del punto A al plano P, y la recta AA’ perpendicular al plano se llama rayo proyectante o simplemente proyectante.

    El plano P sobre el que tiene lugar la proyección se llama plano de proyección.

    Se entiende por proyección ortogonal de un segmento AB sobre un plano P, al segmento A’B’ comprendido entre las proyecciones de sus extremos A y B.

    La distancia entre dos planos paralelos P y Q es la distancia de un punto de uno de los planos al otro plano.

 ÁNGULOS POLIEDROS
    Se denomina ángulo poliedro a la porción de espacio limitado por varios ángulos planos con vértice común y cada uno de los cuales tiene un plano común con el siguiente.

    En todo ángulo poliedro se distinguen:

• el vértice: 
vértice común a todos los ángulos del poliedro.
• las aristas: 
lados de los ángulos que forman el poliedro.
• las caras: 
planos que determinan las aristas del poliedro tomadas de dos en dos.
• los diedros:
formados por cada dos caras consecutivas del ángulo poliedro.

   Los ángulos poliedros se clasifican según su número de caras en 

· triedros
 (tres caras), 

· tetraedros
 (cuatro caras), 

· pentaedros
 (cinco caras), 

etc.

    Atendiendo a la mayor o menor regularidad de sus caras y diedros, los ángulos poliedros se clasifican en:

• ángulos poliedros regulares, cuando tienen iguales todas sus caras y todos sus diedros.
• ángulos poliedros irregulares, cuando no son regulares.

 

PROPIEDADES DE LAS CARAS Y ÁNGULOS DE UN TRIEDRO
Dos triedros son iguales si tienen sus caras y sus diedros respectivamente iguales. 

Se sobreentiende que puede tratarse tanto de igualdad directa como inversa.

    • En todo triedro se cumple que una cara es menor que la suma de las otras dos.

    • En todo triedro se cumple que la suma de las caras es inferior a cuatro rectos (360º).

    • En todo triedro se cumple que la suma de los tres ángulos diedros está comprendida entre 2 rectos (180º) y 6 rectos (540º).

PROPIEDADES DE LAS CARAS Y ÁNGULOS DE UN TRIEDRO
    Se dice que dos triedros son iguales o congruentes cuando superpuestos coinciden, lo que implica que los dos triedros tienen iguales las caras y los ángulos y además igualmente dispuestos, es decir, en el mismo orden.

    Si dos triedros tienen iguales las caras y los ángulos, pero dispuestos en orden inverso, se dice que son inversamente iguales.

• Dos triedros son iguales cuando tienen iguales un diedro y las dos caras que lo conforman.
• Dos triedros son iguales cuando tienen igual una cara y los dos diedros adyacentes a ésta.
• Dos triedros son iguales cuando tienen iguales las caras e igualmente dispuestas (en el mismo orden).
• Dos triedros son iguales cuando tienen iguales los tres ángulos diedros e igualmente dispuestos (en el mismo orden).

 

PROPIEDADES DE LOS ÁNGULOS POLIEDROS
    • Una cara de un ángulo poliedro es siempre menor que la suma de todas las demás caras del mismo.

Un ángulo poliedro es aquél formado por varios planos que se cortan mutuamente y concurren en un punto.

    • La suma de las caras en un ángulo poliedro es inferior a cuatro rectos (esta propiedad sólo se cumple para ángulos poliedros convexos, es decir, sin ángulos entrantes).

    • La suma de los ángulos diedros de un ángulo poliedro está comprendida entre 2n rectos y 2(n-2) rectos, siendo n el número de caras del ángulo poliedro.

