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1. Algunas fórmulas básicas de la electrotecnia
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1.1 Potencia en una resistencia

• La potencia P disipada en una resistencia R atravesada por una corriente I que produce una caída de tensión V vale:

P = V I = V2 / R = I2 R
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1.2 Energía en una resistencia

 • La energía W consumida en un tiempo t, para entregar una potencia constante P disipada en una resistencia R atravesada por una corriente I con una caída de tensión V vale:

W = P t = V I t = V2  t / R = I2  R t

 • Para obtener el resultado en calorías, y como 1 cal = 4,186 J, resulta:

W[cal] = 0,23889 I2  R t

 • Cabe señalar que la fórmula anterior puede aplicarse para el dimensionamiento de resistencias calefactoras. 

Por otro lado, las necesidades de calefacción en oficinas rondan los 25 a 35 cal / h por metro cúbico.
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1.3 Energía almacenada en el campo

 • La energía W almacenada en el campo de una capacidad C para alcanzar una tensión V con una carga Q vale:

W = C V2 / 2 = Q V / 2 = Q2 / 2 C

 • La energía W almacenada en el campo de una inductancia L para llevar una corriente de carga I con un flujo concatenado Y vale:

W = L I2 / 2 = Y I / 2 = Y2 / 2 L

 • Donde el flujo concatenado Y es igual al producto del número de vueltas N de la inductancia por el flujo magnético F:

Y = N F = L I
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1.4 Potencia de C.A. en una impedancia serie

 • Si una tensión V (tomada como referencia) se aplica a una impedancia Z formada por una resistencia R en serie con una reactancia X, la corriente I vale:

I = V / Z = V (R / |Z|2 - jX / |Z|2) = V R / |Z|2 - j V X / |Z|2 = IP  -  jIQ

 • La corriente activa IP y la corriente reactiva IQ valen:

IP = V R / |Z|2 = |I| cosf


IQ = V X / |Z|2 = |I| senf

 • El valor de la potencia aparente S, la potencia activa P, y la potencia reactiva Q es:

S = V |I| = V2 / |Z| = |I|2 |Z|

P = V IP = IP2 |Z|2 / R = V2 R / |Z|2 = |I|2 R = V |I| cosf

Q = V IQ = IQ2 |Z|2 / X = V2 X / |Z|2 = |I|2 X = V |I| senf

 • El factor de potencia cosf resulta:

cosf = IP / |I| = P / S = R / |Z|
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1.5 Potencia de C.A. trifásica

 • Para una carga equilibrada en estrella con una tensión de línea Vlin y una corriente de línea Ilin se tiene:

Vestr = Vlin / Ö3

Iestr = Ilin

Zestr = Vestr / Iestr = Vlin / Ö3 Ilin

Sestr = 3 Vestr Iestr = Ö3 Vlin Ilin = Vlin2 / Zestr = 3 Ilin2 Zestr

 • Para una carga equilibrada en triángulo con una tensión de línea Vlin y una corriente de línea Ilin se tiene:

Vtriang = Vlin 

Itriang = Ilin / Ö3

Ztriang = Vtriang / Itriang = Ö3 Vlin / Ilin

Striang = 3 Vtriang Itriang = Ö3 Vlin Ilin = 3 Vlin2 / Ztriang = Ilin2 Ztriang

 • La potencia aparente S, la potencia activa P, y la potencia reactiva Q valen:

S2 = P2 + Q2

P = S cosf = Ö3 Vlin Ilin cosf

Q = S senf = Ö3 Vlin Ilin senf

2. Constantes y conversión de unidades eléctricas
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2.1 Constantes 

	permeabilidad del vacío
	u0 = 4 pi. 10e-7 H / m

12,56.10e-6  H/m

	permitividad del vacío
	e0 = 8,85418 10e-12 F / m

	carga del electrón
	e = 1,60218 10e-19 C

	velocidad de la luz en el vacío
	c = 2,99792 10e8 m / s 

	resistividad del cobre normal a 20 ºC (1 / 58 106)
	rcu = 1,72414 10e-8 Ohm . m

	 
	rcu = 0,0172414 Ohm . mm2 / m

	coeficiente de variación de la resistencia con la temperatura. del cobre a 20 ºC
	acu = 3,93 10e-3  ºC-1

	resistividad del aluminio normal a 20 º C (1 / 35 106)
	ral = 2,85714 10e-8 Ohm . m

	 
	ral = 0,0285714 Ohm . mm2 / m

	coeficiente de variación de la resistencia con la temperatura. del aluminio a 20 ºC 
	aal = 4,03 10e-3  ºC-1


2.2 Conversión de unidades gaussianas al SI

1 Maxwell = 10e-8 Wb

1 Gauss = 10e-4  T

1 Oersted = 79,577472  A / m
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2.3 Conversión de unidades de energía, trabajo y calor

 1 J = 1 N . m = 1 W . s = 1 V . C

1 kW. h = 3,6 . 10e6 J

1 erg = 1 dina . cm = 10e-7 J

1 kgf . m = 9,80666 J

1 eV = 1,60218 10e-19 J

1 libra . pie = 1,3558 J

1 HP . h = 2,685 10e6 J

1 kcal = 103 cal = 4186 J

1 BTU = 1055 J
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2.4 Conversión de unidades de potencia

1 W = 1 J / s = 10e-3 kW

1 kgf . m / s = 9,80666 W

1 CV = 735,499 W

1 HP = 1,0139 CV = 745,7 W

1 kcal / h = 1 frig / h =  1,1628 W

1 BTU / h = 0,2931 W3. 

Fórmulas eléctricas diversas
 [image: image93.png]


3.1 Fuerza entre conductores

Si dos conductores paralelos rectilíneos, de gran longitud l y de sección pequeña frente a las demás dimensiones, llevan una corriente I y se encuentran a una distancia d entre sí, entonces la fuerza F que aparece entre los mismos vale:

F = (l . I2 . 2 10e-7 H / m) / d 

Nota: En SI 2 conductores separados d = 1 m con I = 1 A cada uno,     F = 2.10e-7 Newton
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3.2 Resistencia de un conductor

Un conductor rectilíneo homogéneo de resistividad r, de longitud l y de sección transversal constante S, tiene una resistencia R que vale:

R = r . l / S
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3.3 Resistencia en función de la temperatura

Un conductor metálico homogéneo de resistencia RT0  a la temperatura T0  y de coeficiente de variación de la resistencia con la temperatura aT0 a la temperatura T0 , tiene una resistencia RT a la temperatura T que vale:

RT = RT0  . [1 + aT0  .( T - T0 )]
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3.4 Inductancia de una bobina recta larga
Una bobina rectilínea de gran longitud l, de N vueltas, de sección transversal S y permeabilidad u, tiene una inductancia L que vale:

L = m . N2 . S / l
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3.5 Inductancia de una bobina recta corta

Una bobina rectilínea de longitud l, de N vueltas, de sección transversal circular S, de diámetro d y permeabilidad u, tiene una inductancia L que vale:

L = m . N2 . S / (l + 0,45 . d)
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3.6 Inductancia de una línea trifásica ideal

Si se tiene una línea trifásica rectilínea de longitud l, cuyas fases se encuentran transpuestas secuencialmente cada l/3 metros y si la distancia entre conductores mucho es menor que de estos a la tierra, entonces su inductancia por fase L vale:

L = l . (m0 / (2 p)) . ln (DMG/rmg) = l . 2 10e-7 H . m-1 . ln (DMG/rmg)

Donde DMG es la distancia media geométrica entre los conductores y rmg es el radio medio geométrico de los conductores de fase.

Estos valores dependen de la disposición geométrica de la línea y de la posible existencia de varios subconductores por fase; estando perfectamente tabulados para los diferentes casos posibles.

 Con fines orientativos, a continuación se presentan los valores correspondientes a una línea con un solo conductor por fase de radio rf y con una disposición de los mismos en forma de triángulo de lados D1-2 , D2-3  y D1-3 :

DMG = (D1-2 . D2-3 . D1-3)1/3

rmg = rf . e-0,25 = rf . 0,7788

 [image: image99.png]


3.7 Capacidad de una línea trifásica ideal

Si se tiene una línea trifásica rectilínea de longitud l, cuyas fases se encuentran transpuestas secuencialmente cada l/3 metros y si la distancia entre conductores mucho es menor que de estos a la tierra, entonces su capacidad al neutro por fase Cn vale:

Cn = l . 2 p . e0 / (ln (DMG/rmg))

Donde DMG es la distancia media geométrica entre los conductores y rmg es el radio medio geométrico de los conductores de fase.

Estos valores dependen de la disposición geométrica de la línea y de la posible existencia de varios subconductores por fase; estando perfectamente tabulados para los diferentes casos posibles.

Con fines orientativos, a continuación se presentan los valores correspondientes a una línea con un solo conductor por fase de radio rf y con una disposición de los mismos en forma de triángulo de lados D1-2 , D2-3  y D1-3 :

DMG = (D1-2 . D2-3 . D1-3)1/3

rmg = rf 

3.8 Transformadores

En un transformador ideal de dos arrollamientos, con una tensión primaria de fase V1 aplicada en un bobinado de N1 espiras por el que circula una corriente I1 de fase, y con una tensión secundaria de fase V2 inducida en un bobinado de N2 espiras por el que circula una corriente I2 de fase, se cumplen las siguientes relaciones aproximadas:

V1 / V2 = N1 / N2 = a

I1 / I2 = N2 / N1 = 1 / a

Donde a es la relación de transformación. 

La impedancia Z21 referida al lado primario, equivalente a la impedancia Z2 en el lado secundario, es:

Z21 = Z2 . (N1 / N2)2 = Z2 . a2

La potencia aparente S para un transformador monofásico vale:

S = V1 . I1 = S1 = V2 . I2  = S2

Para un transformador equilibrado de m fases:

S = m . V1 . I1 = S1 = m . V 2 . I2  = S2
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3.9 Autotransformadores

En un autotransformador ideal, con una tensión primaria de fase V1 aplicada en un bobinado de N1 + N2 espiras por el que circula una corriente I1 de fase, y con una tensión secundaria de fase V2 inducida en un bobinado de N2 espiras por el que circula una corriente I2 de fase, se cumplen las siguientes relaciones aproximadas:

V1 / V2 = (N1 + N2) / N2 = a

I1 / I2 = N2 / (N1 + N2) = 1 / a
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3.10 Cálculo de pequeños transformadores

En un transformador monofásico pequeño de dos arrollamientos, con una tensión primaria V1 aplicada en un bobinado de N1 espiras por el que circula una corriente I1 y con una tensión secundaria V2 inducida en un bobinado de N2 espiras por el que circula una corriente I2, que trabaja a una frecuencia f y cuyo circuito magnético tiene una sección transversal SFe y trabaja con una inducción B, se cumplen las siguientes relaciones aproximadas:

V1 / N1 = V2 / N2 = Ve

I1 / I2 = N2 / N1

Ve = Ö2 . p . f . B . Sfe                                              Sfe = Ve  / (Ö2 . p . f . B)

Ve = A . (V2 . I2)½                                                    Sfe = A . (V2 . I2)½  / (Ö2 . p . f . B)

Donde A es un coeficiente empírico que vale de 0,033 a 0,045 para núcleo acorazado y servicio permanente. 

Por su parte, la inducción B se toma cercana a  1 Tesla y la densidad de corriente en los bobinados de cobre primarios y secundarios puede adoptarse entre 2 y 4 A / mm2.
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3.11 Rendimiento

El rendimiento por unidad h de una máquina eléctrica con una potencia de entrada Pent, una potencia de salida Psal y una potencia de pérdidas Pper vale:

h = Psal / Pent = Psal / (Psal + Pper) = (Pent - Pper) / Pent 

Pent = Psal + Pper= Psal / h = Pper / (1 - h)

Psal = Pent - Pper= Pent . h = Pper . h / (1 - h)

Pper = Pent - Psal= Pent . (1 - h) = Psal . (1 - h) / h

De estas fórmulas pueden deducirse una gran variedad de ecuaciones, en función de las aplicaciones prácticas y de las unidades a utilizar. 

Por ejemplo, la potencia eléctrica Pent  en W que toma un motor con rendimiento porcentual h[%] y que entrega una potencia mecánica Pm [HP] en HP, vale:

Pent = Psal / h = Pm [HP] . 745,7 . 100 / h[%]
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3.12 Potencia mecánica de motores eléctricos

La potencia mecánica Pm de un motor que gira con velocidad angular w y cuyo accionamiento tiene un par resistente M  vale:

Pm  = M  . w 

Si el motor gira a N[RPM] RPM y tiene un par resistente de M[kgf.m]  kgf.m,  entonces:

Pm   = 1,02695 . M[kgf.m]  . N[RPM]                                                                                         








(1/0,974)

Expresando la potencia mecánica en HP:

Pm [HP]  = 1,37716 10-3 . M[kgf.m]  . [RPM]                                                                            
          







 (1/726)

Si se trata de una carga G que describe un movimiento rectilíneo uniforme con velocidad v (por ejemplo un ascensor), la potencia mecánica Pm vale:

Pm  = G . v

Si la carga es de G[kgf] kgf y tiene una velocidad de v  m/s,  entonces:

Pm  = 9,80666 . G[kgf] . v

El par resistente equivalente MER aplicado a un motor que gira con velocidad angular w y mueve una carga G que describe un movimiento rectilíneo uniforme con velocidad v resulta:

MER = Pm  / w = G . v / w 

Si el motor gira a N[RPM] RPM y la carga es de G[kgf] kgf con una velocidad de v  m/s,  entonces:

MER = 93,6467 . G[kgf] . v / N[RPM]

Expresando el par resistente equivalente en kgf.m:

MER[kgf.m]  = 9,5493 . G[kgf] . v / N[RPM]
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3.13 Influencia de la transmisión

Si la transmisión entre el motor y la máquina accionada se realiza por medio de engranajes o correas, el par resistente M y la velocidad angular w de cada parte se vinculan mediante la relación ideal:

M1 . w1 = M2 . w2

M1 = M2 . w2 / w1 = M2 . N[RPM]2 / N[RPM]1
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3.14 Tiempo de arranque de motores

Partiendo del par medio de aceleración Mpr[kgfm]  en kgf.m y del momento de impulsión total GD2[kgfm2]  en kgf.m2 del motor y la máquina accionada, se puede determinar aproximadamente el tiempo de duración del arranque ta  en segundos, desde el reposo hasta una velocidad N[RPM] RPM,  mediante:

 ta = 2,666 10-3 . GD2[kgfm2] . N[RPM] / Mpr[kgfm]
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3.15 Arranque de motores asincrónicos trifásicos

Arr. directo:                           100% tensión               100% corriente            100% cupla

Arr. estrella-triángulo:           58% tensión                 33% corriente              33% cupla

Arr. autotrafo 80%:                 80% tensión                 64% corriente              64% cupla

Arr. autotrafo 65%:                 65% tensión                 42% corriente              42% cupla

Arr. autotrafo 50%:                 50% tensión                 25% corriente              25% cupla

Arr. reactor serie 80%:            80% tensión                 80% corriente              64% cupla

Arr. reactor serie 65%:            65% tensión                 65% corriente              42% cupla
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3.16 Velocidad de motores asincrónicos

La expresión que  nos da el valor de la velocidad angular w de un motor asincrónico es:

w =  (1 - s) . w s

Donde s representa el resbalamiento y w s la velocidad angular sincrónica.

Por otro lado, el valor de la velocidad N[RPM]  de un motor asincrónico en RPM es:

N[RPM]  =  (1 - s) . Ns [RPM]  =  (1 - s) 60 f / pp

Donde Ns [RPM] simboliza las RPM sincrónicas, f  la frecuencia de red y pp el número de pares de polos del motor. 

s =  (Ns [RPM]  - N[RPM]) / Ns [RPM]
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3.17 Velocidad de motores de continua

La expresión que  nos da el valor de la velocidad angular w de un motor de corriente continua es:

w  =  (Ua  - Ia . Ra) / ( kw . f ) =  (kw f Ua  - Tm Ra) / (kw f )2

 Donde Ua es la tensión aplicada, Ia es  la corriente del inducido, Ra es la resistencia del inducido, Tm es el par motor, kw es una constante y f es el flujo magnético (función de las corrientes en el inducido y en el campo). 

Por otro lado, el valor de la velocidad N[RPM]  de un motor de corriente continua en RPM es:

N[RPM]   =  (Ua  - Ia . Ra) / ( k . f ) =  (k f Ua  - Tm Ra) / ( k f )2

 Donde k es una constante que depende de las unidades.

 [image: image109.png]


3.18 Corrección del factor de potencia

Si una carga inductiva con un consumo de potencia activa P y un factor de potencia en atraso sin corregir cosf1 se quiere llevar a un valor de factor de potencia en atraso corregido cosf2 , las potencias reactivas sin corregir y corregida Q1 y Q2, son respectivamente:

Q1 = P tanf1 = P  (1 / cos2f1 - 1)½

Q2 = P tanf2 = P  (1 / cos2f2 - 1)½

La potencia reactiva en adelanto (capacitiva) QC que debe conectarse con la carga es:

QC = Q1 - Q2 = P (tanf1 - tanf2) = P  [(1 / cos2f1 - 1)½ - (1 / cos2f2 - 1)½ ]

La potencia activa P puede hallarse por medición directa o a partir del cociente entre la energía facturada y el período de facturación.

Las potencias aparentes sin corregir y corregida S1 y S2, se relacionan mediante:

S1  cosf1 = P = S2  cosf2

Comparando las corrientes de carga sin corregir y corregida I1 e I2, se tiene:

I2 / I1 = S2 / S1 = cosf1 / cosf2

Para condensadores conectados en estrella, cada uno con una capacidad Cestr e instalados en derivación en un sistema trifásico con tensión de línea Vlin y frecuencia f, la potencia reactiva en adelanto (capacitiva) QCestr y la corriente de línea reactiva Ilin valen:

QCestr = Vlin2 / XCestr = 2pf CestrVlin2

Ilin = QCestr / Ö3Vlin = Vlin / Ö3XCestr

Cestr = QCestr / 2pf Vlin2

Para condensadores conectados en triángulo, cada uno con una capacidad Ctriang e instalados en derivación en un sistema trifásico con tensión de línea Vlin y frecuencia f, la potencia reactiva en adelanto (capacitiva) QCtriang y la corriente de línea reactiva Ilin valen:

QCtriang = 3Vlin2 / XCtriang = 6pf CtriangVlin2

Ilin = QCtriang / Ö3Vlin = Ö3Vlin / XCtriang

Ctriang = QCtriang / 6pf Vlin2

Nótese que para tener el mismo valor de QC:
XCtriang = 3XCestr

Ctriang = Cestr / 3

3.19 Puesta a tierra

La resistencia aproximada Rj de una jabalina de largo l enterrada en un terreno de resistividad eléctrica Gt (Ohm . m), vale: 

Rj = 0,33 Gt para jabalinas de 3 m. 

Rj = 0,55 Gt para jabalinas de 1,50 m.

Rj = Gt / l para jabalinas de otras longitudes.

La resistencia aproximada Rm de una malla de puesta a tierra de área Am enterrada en un terreno de 

resistividad eléctrica Gt (Ohm . m), es:     Rm = 0,5 Gt / (Am)½
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3.20 Verificación de la corriente de cortocircuito de cables

La sección de un cable debe satisfacer la siguiente desigualdad:

( Icc . (t)½ / K ) Í S[mm²]

Donde Icc es la corriente de cortocircuito, t es el tiempo de desconexión de la protección, K es un coeficiente que depende de la naturaleza del conductor y de sus temperaturas al principio y al final del cortocircuito y S[mm²] es la sección del conductor en mm².

·        K = 115 en cables de cobre aislados en PVC

·        K = 74 en cables de aluminio aislados en PVC

·        K = 143 en cables de cobre aislados en XLPE

·        K = 92 en cables de aluminio aislados en XLPE
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3.21 Caída de tensión en cables

La caída de tensión que se produce en un cable puede calcularse en base a las siguientes fórmulas aproximadas: 

DU[%] = 2 . l . I . (r . cos j + x . sen j) . 100 / UL                                  Para circuitos monofásicos

DU[%] = Ö3 . l . I . (r . cos j + x . sen j) . 100 / UL                               Para circuitos trifásicos

Donde DU[%] es la caída de tensión porcentual, UL es la tensión de línea, l es la longitud del circuito, I es la intensidad de corriente de fase del tramo del circuito, r es la resistencia del conductor por unidad de longitud en C.A. a la temperatura de servicio, x es la reactancia del conductor por unidad de longitud a la frecuencia de red y cos j es el factor de potencia de la instalación.

Si se tienen n consumos iguales uniformemente distribuidos:

DU[%] = Ö3 . l . I . (r . cos j + x . sen j) . (n + 1) . 50 / (n . UL )           Para circuitos trifásicos

Donde cada consumo toma una corriente (I / n) y están equiespaciados a una distancia (l / n).
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3.22 Cálculo simplificado de iluminación de interiores 

El flujo luminoso total fT en un local de ancho a y largo b que requiere un nivel de iluminación E, vale:

fT = E . a . b / (Ku . Kd)

Ku es el factor de utilización que depende del tipo de luminarias y de la geometría y colores del local, y orientativamente se puede aproximar a 0,6 para artefactos con louvers y 0,5 para gargantas.

Kd es el factor de depreciación que depende del grado de limpieza del ambiente, y vale 0,8 para locales con limpieza facil y  0,5 para locales con limpieza difícil.

El nivel de iluminación E se saca de tablas, y por ejemplo vale de 150 a 200 lux en oficinas.

Si se instalan lámparas de flujo luminoso unitario fL, entonces la cantidad de lámparas NL a instalar vale:

NL =fT / fL = E . a . b / (fL . Ku . Kd)
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3.23 Bombas

La potencia Pb [HP] en HP de una bomba para un líquido de peso específico g [kg/l] en kg/litro (1 para el agua), de rendimiento hb (0,6 a 0,8 en bombas centrífugas), considerando un caudal de circulación Q [l/h] en litros por hora y una altura manométrica (altura estática mas altura de pérdidas) a vencer h en metros, vale:

Pb [HP] = Q [l/h]  . h . g [kg/l] / (3600 . 76 .  hb)

Suele tomarse como seguridad un 20% más del valor de potencia calculado.
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3.24 Ventilación forzada

El caudal de aire necesario Qa [m3/s] en m3/s de una instalación de ventilación forzada para evacuar una potencia calorífica Pc en W y con un calentamiento del aire de refrigeración DTa en grados centígrados, vale:

Qa [m3/s] = 0,77.10e-3 . Pc / DTa

Desde otro punto de vista, el caudal de aire necesario Qa [m3/s] en m3/s de una instalación de ventilación para un local cuyo volumen es de Vol m3 y que requiere n[ren/h] renovaciones de aire por hora (típico 6 a 9), vale:

Qa [m3/s] = Vol . n[ren/h] / 60

La potencia Pv [HP] en HP de un ventilador de rendimiento hv (0,6 o menos), considerando el caudal de circulación Qa [m3/s] en m3/s y una presión de impulsión pi [mm H2O] en mm de columna de agua, vale:

Pv [HP] = 0,01308 Qa [m3/s] . pi [mm H2O] / hv

3.25 Potencia de refrigeración

Como se indicó anteriormente, la potencia eléctrica Pent  en W que toma un equipo con rendimiento porcentual h[%] y que entrega una potencia P [HP] en HP, vale:

Pent = Psal / h = P [HP] . 745,7 . 100 / h[%]

Para trabajar en frigorías (numéricamente iguales a las kcal), y como  1 frig / h =  1,1628 W, resulta:

Pent = Psal / h = P[frig/h] . 0,86 . 100 / h[%]

Sin embargo, en aire acondicionado muchas veces se trabaja con la REE (Relación de Eficiencia de Energía), que es el cociente entre las  frigorías por hora y los watt de electricidad que utiliza la unidad; resultando la inversa del rendimiento. 

Con fines orientativos, digamos que en pequeños equipos toma valores comprendidos entre 1,25 y 1,50.

Por otro lado, las necesidades de refrigeración en oficinas rondan los 70 a 90 frig / h por metro cúbico.
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3.26 Máquinas-herramientas

La potencia eléctrica Pent  en W que toma una máquina-herramienta (por ejemplo un torno) que tiene un rendimiento h, cuyo elemento de corte se desplaza con una velocidad vc y ejerce una fuerza de corte Gc, vale:

Pent = Gc . vc / h

La fuerza de corte Gc, es el producto del esfuerzo específico de corte sc y de la sección de viruta Sc, y por lo tanto:

Pent = sc . Sc . vc / h

El esfuerzo específico de corte varía con la composición del material y la sección de viruta. 

Con fines orientativos digamos que vale de 2,5 a 2,8 kgf/mm2 para el acero duro y semiduro.

Si la sección de viruta resulta de Sc[mm2] mm2, el esfuerzo específico de corte es de sc[kg f/mm2] kgf/mm2, se tiene una velocidad de corte de v  m/s y un rendimiento porcentual h[%] entonces:

Pent = 980,666 Sc[mm2] . sc[kg f/mm2] . vc / h[%]

4. Cálculo simplificado de cortocircuitos trifásicos en redes no malladas
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4.1 Corriente de cortocircuito

La corriente de cortocircuito Icc en un lugar de una instalación, con tensión entre fases Vlin e impedancia por fase estrella de cortocircuito Zcc , vale:

Icc = Vlin / (Ö3 . Zcc) 

Donde la impedancia de cortocircuito Zcc, con su parte activa Rcc y reactiva Xcc, incluye todas las contribuciones desde los bornes del generador equivalente ideal y el punto de falla trifásica:

Zcc = (R2cc + X2cc)½
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4.2 Contribución a la impedancia de cortocircuito de la red

La contribución ZccR  a la impedancia de cortocircuito de toda la red que se encuentra aguas arriba de un punto que se sabe que tiene una potencia de cortocircuito SccR y con tensión entre fases VR, resulta:

ZccR = V2R / SccR              estimativamente puede tomarse SccR= 300 MVA para 13,2 kV

RccR = ZccR . cos f   
estimativamente puede tomarse cos f = 0,06

XccR = ZccR . sen f
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4.3 Contribución a la impedancia de cortocircuito de un transformador

La contribución ZccT a la impedancia de cortocircuito de un transformador, que tiene una potencia nominal ST, una tensión de cortocircuito porcentual VccT(%), unas pérdidas en el cobre porcentuales PcuT(%) y con tensión entre fases vale VT, puede calcularse con:

ZccT(%) = VccT(%)

ZccT  = 0,01 . VccT(%) . V2T / ST

RccT(%) = PcuT(%)

RccT  = 0,01 . PcuT(%) . V2T / ST

XccT  = (Z2ccT - R2ccT)½
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4.4 Contribución a la impedancia de cortocircuito de un cable 

La contribución ZccC a la impedancia de cortocircuito de un cable de longitud lC, que tiene una resistencia por fase por unidad de longitud rC  y una reactancia por fase por unidad de longitud xC a frecuencia de red, puede calcularse con:

ZccC  = (R2ccC  + X2ccC)½

RccC  = lC . rC

XccC  = lC . xC

5. Otros datos complementarios
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5.1 Constantes

Constante universal de los gases 

R = 8,31434 J / mol K                                     

Aceleración de la gravedad normal

GN = 9,80666 m / s2                                         

Presión atmosférica normal 


atm = 760 mm Hg = 101325  N / m2           







atm = 1013,25 mbar = 1013,25 hPa
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= 2 . Pi . Frecuencia

	 

	Magnitudes electromagnéticas:
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Theta
	f.m.m = I . Nº de espiras
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Phi
	Wb = V * Segundo

	Inducción magnética
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G
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	B = Flujo magnético / m2
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Eta
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= Pot. útil / Pot. consumida

	 

	Magnitudes fotométricas:

	Flujo luminoso
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	Lm
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	Candela
	cd
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	cd = Lm / Vatio

	Iluminación
	Lux
	Lx
	E
	Lx = Lm / m2

	 

	Magnitudes térmicas:

	Temperatura
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Grados Fahrenheit
Grados Kelvin
	T
	º C
º F
º K
	 

	Cantidad de calor
	Joule
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	J
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	Q
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T / Pot. disipada

	 

	Otras magnitudes:

	Sonoridad y escalas
logarítmicas de potencias
	Bel
Decibel
	dB
	dB
	dB = Bel / 10

	Velocidad de transmisión
de información
	Baudio
	bps
	bps
	Bps = Bits . Segundo


Sistema Internacional de Unidades

Antecedentes. El Sistema Métrico Decimal  

Introducción: 

Este sistema de medidas se estableció en Francia con el fin de solventar los dos grandes inconvenientes que presentaban las antiguas medidas:

1. Unidades con el mismo nombre variaban de una provincia a otra 

2. Las subdivisiones de las diferentes medidas no eran decimales, lo cual representaba grandes complicaciones para el cálculo. 

Se trataba de crear un sistema simple y único de medidas que pudiese reproducirse con exactitud en cualquier momento y en cualquier lugar, con medios disponibles para cualquier persona.

En 1795 se instituyó en Francia el Sistema Métrico Decimal. En España fue declarado obligatorio en 1849.

El Sistema Métrico se basa en la unidad "el metro" con múltiplos y submúltiplos decimales. Del metro se deriva el metro cuadrado, el metro cúbico, y el kilogramo que era la masa de un decímetro cúbico de agua.

En aquella época la astronomía y la geodesia eran ciencias que habían adquirido un notable desarrollo. 

Se habían realizado mediciones de la longitud del arco del meridiano terrestre en varios lugares de la Tierra. 

Finalmente, la definición de metro fue elegida como la diezmillonésima parte de la longitud de un cuarto del meridiano terrestre. 

Sabiendo que el radio de la Tierra es 6.37·10e6 m

2π·6.37·10e6/(4·10·10e6)=1.0006 m

Como la longitud del meridiano no era práctica para el uso diario. 

Se fabricó una barra de platino, que representaba la nueva unidad de medida, y se puso bajo la custodia de los Archives de France, junto a la unidad representativa del kilogramo, también fabricado en platino.

Copias de del metro y del kilogramo se distribuyeron por muchos países que adoptaron el Sistema Métrico.

La definición de metro en términos de una pieza única de metal no era satisfactoria, ya que su estabilidad no podía garantizase a lo largo de los años, por mucho cuidado que se tuviese en su conservación. 

A finales del siglo XIX se produjo un notable avance en la identificación de las líneas espectrales de los átomos. A. A. Michelson utilizó su famoso interferómetro para comparar la longitud de onda de la línea roja del cadmio con el metro. 

Esta línea se usó para definir la unidad denominada angstrom.

En 1960, la XI Conférence Générale des Poids et Mesures abolió la antigua definición de metro y la reemplazó por la siguiente:

El metro es la longitud igual a 1 650 763.73 longitudes de onda en el vacío de la radiación correspondiente a la transición entre los niveles 2p10 y 2d5 del átomo de kriptón 86.

Este largo número se eligió de modo que el nuevo metro tuviese la misma longitud que el antiguo.

La velocidad de la luz en el vacío c es una constante muy importante en física, y que se ha medido desde hace mucho tiempo de forma directa, por distintos procedimientos. 

Midiendo la frecuencia f y la longitud de onda λ de alguna radiación de alta frecuencia y utilizando la relación c=λ·f  se determina la velocidad de la luz c de forma indirecta con mucha exactitud.

El valor obtenido en 1972, midiendo la frecuencia y la longitud de onda de una radiación infrarroja, fue c=299 792 458 m/s con un error de ±1.2 m/s, es decir, cuatro partes en 109.

La XVII Conférence Générale des Poids et Mesures del 20 de Octubre de 1983, abolió la antigua definición de metro y promulgó la nueva:

El metro es la longitud de trayecto recorrido en el vacío por la luz durante un tiempo de 1/299 792 458 de segundo.

La nueva definición de metro en vez de estar basada en un único objeto (la barra de platino) o en una única fuente de luz, está abierta a cualquier otra radiación cuya frecuencia sea conocida con suficiente exactitud.

La velocidad de la luz queda convencionalmente fijada y exactamente igual a 299 792 458 m/s debida a la definición convencional del término m (el metro) en su expresión.

Otra cuestión que suscita la nueva definición de metro, es la siguiente: ¿no sería más lógico definir 1/299 792 458 veces la velocidad de la luz como unidad básica de la velocidad y considerar el metro como unidad derivada?.

Sin embargo, la elección de las magnitudes básicas es una cuestión de conveniencia y de simplicidad en la definición de las magnitudes derivadas.

 

Unidades básicas.

Magnitud
Nombre
Símbolo
Longitud
metro
m

Masa
kilogramo
kg

Tiempo
segundo
s

Intensidad de corriente eléctrica
ampere
A

Temperatura termodinámica
kelvin
K

Cantidad de sustancia 
mol
mol

Intensidad luminosa
candela
cd

 

Longitud: 

metro (m)
El metro es la longitud de trayecto recorrido en el vacío por la luz durante un tiempo de 1/299 792 458 de segundo. 

 

masa


El kilogramo (kg) es igual a la masa del prototipo internacional del kilogramo 

 

Tiempo


El segundo (s) es la duración de 9 192 631 770 periodos de la radiación correspondiente a la transición entre los dos niveles hiperfinos del estado fundamental del átomo de cesio 133. 

 

Intensidad de corriente eléctrica


El ampere (A) es la intensidad de una corriente constante que manteniéndose en dos conductores paralelos, rectilíneos, de longitud infinita, de sección circular despreciable y situados a una distancia de un metro uno de otro en el vacío, produciría una fuerza igual a 2·10-7 newton por metro de longitud. 

 

Temperatura termodinámica


El kelvin (K), unidad de temperatura termodinámica, es la fracción 1/273,16 de la temperatura termodinámica del punto triple del agua. 

Observación: Además de la temperatura termodinámica (símbolo T) expresada en kelvins, se utiliza también la temperatura Celsius (símbolo t) definida por la ecuación  t = T - T0 donde T0 = 273,15 K por definición.

 

Cantidad de sustancia


El mol (mol) es la cantidad de sustancia de un sistema que contiene tantas entidades elementales como átomos hay en 0,012 kilogramos de carbono 12. 

Cuando se emplee el mol, deben especificarse las unidades elementales, que pueden ser átomos, moléculas, iones, electrones u otras partículas o grupos especificados de tales partículas.

 

Intensidad luminosa


La candela (cd) es la unidad luminosa, en una dirección dada, de una fuente que emite una radiación monocromática de frecuencia 540·1012 hertz y cuya intensidad energética en dicha dirección es 1/683 watt por estereorradián.

  Unidades derivadas sin dimensión.

Magnitud
Nombre 
Símbolo
En unidades SI básicas
Ángulo plano
Radián
rad
mm-1= 1

Ángulo sólido
Estereorradián
sr
m2m-2= 1

 

ángulo plano


El radián (rad) es el ángulo plano comprendido entre dos radios de un círculo que, sobre la circunferencia de dicho círculo, interceptan un arco de longitud igual a la del radio. 

 

ángulo sólido


El estereorradián (sr) es el ángulo sólido que, teniendo su vértice en el centro de una esfera, intercepta sobre la superficie de dicha esfera un área igual a la de un cuadrado que tenga por lado el radio de la esfera.

 

Unidades SI derivadas

Las unidades SI derivadas se definen de forma que sean coherentes con las unidades básicas y suplementarias, es decir, se definen por expresiones algebraicas bajo la forma de productos de potencias de las unidades SI básicas y/o suplementarias con un factor numérico igual 1. 

Varias de estas unidades SI derivadas se expresan simplemente a partir de las unidades SI básicas y suplementarias. 

Otras han recibido un nombre especial y un símbolo particular.

Si una unidad SI derivada puede expresarse de varias formas equivalentes utilizando, bien nombres de unidades básicas y suplementarias, o bien nombres especiales de otras unidades SI derivadas, se admite el empleo preferencial de ciertas combinaciones o de ciertos nombres especiales, con el fin de facilitar la distinción entre magnitudes que tengan las mismas dimensiones. 

Por ejemplo, el hertz se emplea para la frecuencia, con preferencia al segundo a la potencia menos uno, y para el momento de fuerza, se prefiere el newton metro al joule.

 

Unidades SI derivadas expresadas a partir de unidades básicas y suplementarias.

Magnitud
Nombre
Símbolo
Superficie
metro cuadrado
m2
Volumen
metro cúbico
m3
Velocidad
metro por segundo
m/s

Aceleración
metro por segundo cuadrado
m/s2
Número de ondas
metro a la potencia menos uno
m-1
Masa en volumen
kilogramo por metro cúbico
kg/m3
Velocidad angular
radián por segundo
rad/s

Aceleración angular
radián por segundo cuadrado
rad/s2

Velocidad


Un metro por segundo (m/s o m·s-1) es la velocidad de un cuerpo que, con movimiento uniforme, recorre, una longitud de un metro en 1 segundo 

Aceleración


Un metro por segundo cuadrado (m/s2 o m·s-2) es la aceleración de un cuerpo, animado de movimiento uniformemente variado, cuya velocidad varía cada segundo, 1 m/s. 

Número de ondas


Un metro a la potencia menos uno (m-1) es el número de ondas de una radiación monocromática cuya longitud de onda es igual a 1 metro. 

Velocidad angular


Un radián por segundo (rad/s o rad·s-1) es la velocidad de un cuerpo que, con una rotación uniforme alrededor de un eje fijo, gira en 1 segundo, 1 radián. 

Aceleración angular


Un radián por segundo cuadrado (rad/s2 o rad·s-2) es la aceleración angular de un cuerpo animado de una rotación uniformemente variada alrededor de un eje fijo, cuya velocidad angular, varía 1 radián por segundo, en 1 segundo.

 Unidades SI derivadas con nombres y símbolos especiales.

Magnitud
Nombre
Símbolo
Unidades SI
Unidades SI básicas
Frecuencia
hertz
Hz
 
s-1
Fuerza
newton
N
 
m·kg·s-2
Presión
pascal
Pa
N·m-2
m-1·kg·s-2
Energía, trabajo,
cantidad de calor
joule
J
N·m
m2·kg·s-2
Potencia
watt
W
J·s-1
m2·kg·s-3
Cantidad de electricidad
carga eléctrica
coulomb
C
 
s·A

Potencial eléctrico
fuerza electromotriz
volt
V
W·A-1
m2·kg·s-3·A-1
Resistencia eléctrica
ohm

V·A-1
m2·kg·s-3·A-2
Capacidad eléctrica
farad
F
C·V-1
m-2·kg-1·s4·A2
Flujo magnético
weber
Wb
V·s
m2·kg·s-2·A-1
Inducción magnética
tesla
T
Wb·m-2
kg·s-2·A-1
Inductancia
henry
H
Wb·A-1
m2·kg s-2·A-2
 

Frecuencia


Un hertz (Hz) es la frecuencia de un fenómeno periódico cuyo periodo es 1 segundo. 

Fuerza


Un newton (N) es la fuerza que, aplicada a un cuerpo que tiene una masa de 1 kilogramo, le comunica una aceleración de 1 metro por segundo cuadrado. 

Presión


Un pascal (Pa) es la presión uniforme que, actuando sobre una superficie plana de 1 metro cuadrado, ejerce perpendicularmente a esta superficie una fuerza total de 1 newton. 

Energía, trabajo, cantidad de calor


Un joule (J) es el trabajo producido por una fuerza de 1 newton, cuyo punto de aplicación se desplaza 1 metro en la dirección de la fuerza. 

Potencia, flujo radiante


Un watt (W) es la potencia que da lugar a una producción de energía igual a 1 joule por segundo. 

Carga eléctrica


Un coulomb (C) es la cantidad de electricidad transportada en 1 segundo por una corriente de intensidad 1 ampere. 

Potencial eléctrico


Un volt (V) es la diferencia de potencial eléctrico que existe entre dos puntos de un hilo conductor que transporta una corriente de intensidad constante de 1 ampere cuando la potencia disipada entre estos puntos es igual a 1 watt. 

Resistencia eléctrica


Un ohm () es la resistencia eléctrica que existe entre dos puntos de un conductor cuando una diferencia de potencial constante de 1 volt aplicada entre estos dos puntos produce, en dicho conductor, una corriente de intensidad 1 ampere, cuando no haya fuerza electromotriz en el conductor. 

Capacidad eléctrica


Un farad (F) es la capacidad de un condensador eléctrico que entre sus armaduras aparece una diferencia de potencial eléctrico de 1 volt, cuando está cargado con una cantidad de electricidad igual a 1 coulomb. 

Flujo magnético


Un weber (Wb) es el flujo magnético que, al atravesar un circuito de una sola espira produce en la misma una fuerza electromotriz de 1 volt si se anula dicho flujo en un segundo por decaimiento uniforme. 

Inducción magnética


Una tesla (T) es la inducción magnética uniforme que, repartida normalmente sobre una superficie de 1 metro cuadrado, produce a través de esta superficie un flujo magnético total de 1 weber. 

Inductancia


Un henry (H) es la inductancia eléctrica de un circuito cerrado en el que se produce una fuerza electromotriz de 1 volt, cuando la corriente eléctrica que recorre el circuito varía uniformemente a razón de un ampere por segundo.

Unidades SI derivadas expresadas a partir de las que tienen nombres especiales
Magnitud
Nombre
Símbolo
Unidades SI básicas
Viscosidad dinámica
pascal segundo
Pa·s
m-1·kg·s-1
Entropía
joule por kelvin
J/K
m2·kg·s-2·K-1
Capacidad térmica másica
joule por kilogramo kelvin
J/(kg·K)
m2·s-2·K-1
Conductividad térmica
watt por metro kelvin
W/(m·K)
m·kg·s-3·K-1
Intensidad del campo eléctrico
volt por metro
V/m
m·kg·s-3·A-1

Viscosidad dinámica


Un pascal segundo  (Pa·s) es la viscosidad dinámica de un fluido homogéneo, en el cual, el movimiento rectilíneo y uniforme de una superficie plana de 1 metro cuadrado, da lugar a una fuerza retardatriz de 1 newton, cuando hay una diferencia de velocidad de 1 metro por segundo entre dos planos paralelos separados por 1 metro de distancia. 

Entropía


Un joule por kelvin (J/K) es el aumento de entropía de un sistema que recibe una cantidad de calor de 1 joule, a la temperatura termodinámica constante de 1 kelvin, siempre que en el sistema no tenga lugar ninguna transformación irreversible. 

Capacidad térmica másica


Un joule por kilogramo kelvin (J/(kg·K) es la capacidad térmica másica de un cuerpo homogéneo de una masa de 1 kilogramo, en el que el aporte de una cantidad de calor de un joule, produce una elevación de temperatura termodinámica de 1 kelvin. 

Conductividad térmica


Un watt por metro kelvin  W/(m·K) es la conductividad térmica de un cuerpo homogéneo isótropo, en la que una diferencia de temperatura de 1 kelvin entre dos planos paralelos, de área 1 metro cuadrado y distantes 1 metro, produce entre estos planos un flujo térmico de 1 watt.

Intensidad del campo eléctrico


Un volt por metro (V/m) es la intensidad de un campo eléctrico, que ejerce una fuerza de 1 newton sobre un cuerpo cargado con una cantidad de electricidad de 1 coulomb.

 Nombres y símbolos especiales de múltiplos y submúltiplos decimales de unidades SI autorizados
Magnitud
Nombre
Símbolo
Relación
Volumen
litro
l o L
1 dm3=10e-3 m3
Masa
tonelada
t
10e3 kg

Presión y tensión
bar
bar
10e5 Pa

Unidades definidas a partir de las unidades SI, pero que no son múltiplos o submúltiplos decimales de dichas unidades.
Magnitud
Nombre
Símbolo
Relación
Ángulo plano
vuelta
 
1 vuelta= 2 rad

 
grado
º
(/180) rad

 
minuto de ángulo
'
( /10800) rad

 
segundo de ángulo
"
( /648000) rad

Tiempo
minuto
min
60 s

 
hora
h
3600 s

 
día
d
86400 s

Unidades en uso con el Sistema Internacional cuyo valor en unidades SI se ha obtenido experimentalmente.

Magnitud
Nombre
Símbolo
Valor en unidades SI
Masa
unidad de masa atómica
u
1,6605402 10e27 kg

Energía
electronvolt
eV
1,60217733 10e-19 J

 

Sistema decimal:

Múltiplos




  Submúltiplos
Factor
Prefijo
Símbolo
Factor
Prefijo
Símbolo
10e24
yotta
Y
10e-1
deci
d

10e21
zeta
Z
10e-2
centi
c

10e18
exa
E
10e-3
mili
m

10e15
peta
P
10e-6
micro
μ

10e12
tera
T
10e-9
nano
n

10e9
giga
G
10e-12
pico
p

10e6
mega
M
10e-15
femto
f

10e3
kilo
k
10e-18
atto
a

10e2
hecto
h
10e-21
zepto
z

10e1
deca
da
10e-24
yocto
y

  

Escritura de los símbolos

Los símbolos de las Unidades SI, con raras excepciones como el caso del ohm (Ω), se expresan en caracteres romanos, en general, con minúsculas; sin embargo, si dichos símbolos corresponden a unidades derivadas de nombres propios, su letra inicial es mayúscula. 

Ejemplo, A de ampere, J de joule. 

Los símbolos no van seguidos de punto, ni toman la s para el plural. Por ejemplo, se escribe 5 kg, no 5 kgs 

Cuando el símbolo de un múltiplo o de un submúltiplo de una unidad lleva exponente, ésta afecta no solamente a la parte del símbolo que designa la unidad, sino al conjunto del símbolo. 

Por ejemplo, km2 significa (km)2, área de un cuadrado que tiene un km de lado, o sea 10e6 metros cuadrados y nunca k(m2), lo que correspondería a 1000 metros cuadrados. 

El símbolo de la unidad sigue al símbolo del prefijo, sin espacio. Por ejemplo, cm, mm, etc. 

El producto de los símbolos de de dos o más unidades se indica con preferencia por medio de un punto, como símbolo de multiplicación. 

Por ejemplo, newton-metro se puede escribir N·m Nm, nunca mN, que significa milinewton. 

Cuando una unidad derivada sea el cociente de otras dos, se puede utilizar la barra oblicua (/), la barra horizontal o bien potencias negativas, para evitar el denominador. 

[image: image139.png]



No se debe introducir en una misma línea más de una barra oblicua, a menos que se añadan paréntesis, a fin de evitar toda ambigüedad. 

En los casos complejos pueden utilizarse paréntesis o potencias negativas. 

m/s2 o bien m·s-2 pero no m/s/s. (Pa·s)/(kg/m3)  pero no Pa·s/kg/m3 

Los nombres de las unidades debidos a nombres propios de científicos eminentes deben de escribirse con idéntica ortografía que el nombre de éstos, pero con minúscula inicial. 

No obstante, serán igualmente aceptables sus denominaciones castellanizadas de uso habitual, siempre que estén reconocidas por la Real Academia de la Lengua. 

Por ejemplo, amperio, voltio, faradio, culombio, julio, ohmio, voltio, watio, weberio. 

Los nombres de las unidades toman una s en el plural (ejemplo 10 newtons) excepto las que terminan en s, x ó z. 

En los números, la coma se utiliza solamente para separar la parte entera de la decimal. 

Para facilitar la lectura, los números pueden estar divididos en grupos de tres cifras (a partir de la coma, si hay alguna) estos grupos no se separan por puntos ni comas. 

Las separación en grupos no se utiliza para los números de cuatro cifras que designan un año. 

Referencias

Real Decreto 1317/1989, de 27 de octubre, por el que se establecen las Unidades Legales de Medida.

Integrales

Aunque será necesario definirla de forma esencialmente complicada, la integral viene a formalizar un concepto sencillo, intuitivo: 


¡ El de área !

Ahora ya no nos debe causar sorpresa el encontrarnos con que la definición de un concepto intuitivo puede presentar grandes dificultades y ciertamente el 'área' no es ninguna excepción a esto...

En este capítulo intentaremos solamente definir el área de algunas regiones muy especiales (figura 1):

Aquellas que están limitadas por el eje horizontal, las verticales por (a, 0) y (b, 0), y la gráfica de una función f  tal que f (x) ³ 0, para todo x de [a, b]. 

Conviene denotar esta región por R(f, a, b) ...
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El número que asignaremos eventualmente como área de R(f, a, b) recibirá el nombre de integral de f sobre [a, b]. 

En realidad, la integral se definirá también para funciones f que no satisfacen la condición f (x) ³  0, para todo x de [a, b]. 

[image: image172.png]N




Si f es la función dibujada en la figura 2, 

la integral representará la diferencia entre las áreas de las regiones de sombreado claro y de sombreado fuerte ('área algebráica' de R(f, a, b)). 

 [Supongamos que una curva situada por encima del eje x representa la gráfica de la función y = f (x). 

Intentemos encontrar el área S de la superficie limitada por la curva y = f (x), el eje x y las rectas que, pasando por los puntos x = a y x = b, son paralelas al eje y.

[image: image140.png]“ub

ag &

ol

&b

&

ag

ol




Para resolver este problema se procede como sigue. 

Dividimos el intervalo [a, b] en n partes, no necesariamente iguales. 

Notamos la longitud de la primera parte por Dx1, la de la segunda por Dx2, y así sucesivamente hasta la última, Dxn. 

En cada parte elegimos los números x1, x2, ..., xn, y escribimos la suma
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	(28)


Sn es evidentemente igual a la suma de las áreas de los rectángulos de la figura 24.

Cuanto más fina sea la subdivisión del segmento [a, b], más próxima se hallará Sn al área S. 

Si consideramos una sucesión de tales valores por división del intervalo [a, b] en partes cada vez más pequeñas, entonces la suma Sn tenderá a S.

La posibilidad de dividir el intervalo [a, b] en partes desiguales exige definir lo que entendemos por subdivisiones 'cada vez más pequeñas'. 

Suponemos no sólo que n crece indefinidamente, sino también que la longitud del mayor Dxi en la n-ésima subdivisión tiende a cero. 

Así:

	[image: image142.png]5= lm % f(G)Axn
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	(29)


El cálculo del área buscada se ha reducido a calcular el límite (29)..., hemos obtenido una definición rigurosa del concepto de área: es el límite (29). 

Integral definida
[El límite (29) se llama integral definida de la función f (x) en el intervalo [a, b], y se nota por
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La expresión f (x)dx se llama integrando; a y b son los límites de integración; a es el límite inferior, y b, el límite superior. 

Primer teorema fundamental del cálculo infinitesimal

[Sea f integrable sobre [a, b] y defínase F sobre [a, b] por
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Si f es continua en c de [a, b], entonces F es derivable en c, y

[image: image145.png]



[Una tal función f (x) se llama primitiva de f (x). 

[..., el teorema 1 es interesante en extremo cuando f es continua en todos los puntos de [a, b]. En este caso F es derivable en todos los puntos de [a, b] y

F' = f

..., si f es continua ..., f es la derivada de alguna función, a saber, la función

[image: image146.png]Fx) = [ @




Segundo teorema fundamental del cálculo infinitesimal

[Si f es integrable sobre [a, b] y f = F' para alguna función F, entonces
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	(30)


Esta igualdad es la famosa fórmula de Newton y Leibnitz, que reduce el problema de calcular la integral definida de una función a la obtención de una primitiva de la misma, y constituye así un enlace entre el cálculo diferencial y el integral.

Muchos de los problemas concretos estudiados por los más grandes matemáticos se resuelven automáticamente con esta fórmula, que establece sencillamente que la integral definida de la función f (x) en el intervalo [a, b] es igual a la diferencia entre los valores de cualquiera de sus primitivas en los extremos superior e inferior del intervalo. 

La diferencia (30) se acostumbra a escribir así:

[image: image148.png]F(*)t: Fb)-F(a)




Ejemplo: La igualdad
[image: image149.png]


muestra que la función x3/3 es una primitiva de la función x2. 

Así, por la fórmula de Newton y Leibnitz,

[image: image150.png]



Propiedades de la integral definida
[Si f (x) y g(x) son continuas en el intervalo de integración [a, b]:

	1.
	[image: image151.png]j: F(x)dx=0





	2.
	[image: image152.png]Iy 7





	3.
	[image: image153.png]chf(x)dx = cjj F(x)dx



, siendo c una constante

	4.
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	5.
	[image: image155.png][Creoacs [L e = [ reoax



, cuando a < c < b

	6. Primer teorema del valor medio:

	
	[image: image156.png](76 = - a) o)



, para al menos un valor x = x0 entre a y b.

	7.
	Si [image: image157.png]P = [ f(ax



, se verifica [image: image158.png]d =
wmie=rw



.


Ejemplos

[1. Sea f (x) = c, una constante, y f (x) = cx; tendremos [image: image159.png]chx—cx =c(b-a)




2. Sea f (x) = x y f (x) = 1/2 x2; tendremos [image: image160.png]



3. Sea f (x) = x3 y f (x) = 1/4 x4; tendremos [image: image161.png]



Integrales indefinidas; técnica de integración.
[Una función f (x) cuya derivada, en un cierto intervalo del eje x, F'(x) = f (x), decimos que f (x) es la primitiva o integral indefinida de f (x). 

La integral indefinida de una función no es única;... 

Todas las primitivas de f (x) =2x están representadas por la expresión x2 + C, en la que C es una constante cualquiera y que se denomina constante de integración.

La primitiva o integral indefinida de la función f (x) se representa por medio del símbolo
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Por ejemplo:  [image: image163.png]J2xdx=x2+C



. 

Fórmulas fundamentales de integración
Funciones de varias variables
[Si a cada punto (x, y) de una región del plano xy se la hace corresponder un número real z, diremos que z es una función, z = f (x, y), de las variables independientes x e y. 

El lugar geométrico de todos los puntos (x, y, z) que satisfacen la ecuación z = f (x, y) es una superficie. 

Análogamente se definen las funciones w = f (x, y, z, ...) de varias variables independientes aunque no tengan una interpretación geométrica sencilla.

El estudio de las funciones de dos variables difiere notablemente del de las funciones de una variable. 

Sin embargo, el cálculo de las funciones de tres o más variables es muy similar al caso de dos variables. 

Límite de una función de dos variables
[Una función f (x, y) tiende al límite A cuando [image: image164.png]X —>xg



e [image: image165.png]y—=Yo



, si dado un e > 0 tan pequeño como queramos, existe un d > 0 tal que, para todos los pares de valores (x, y) que cumplan la desigualdad

	[image: image166.png]0 <Af(x-x0)2 +(y-y0)° <8




	 (i)


se verifica: [image: image167.png][FG,y)-Al<e



. 

La condición (i) representa un intervalo reducido del punto (x0, y0), es decir, todos los puntos excepto el propio (x0, y0), situados en un círculo de radio d y centro (x0, y0). (Ayres, 258)]

Continuidad de una función de dos variables
[Una función f (x, y) es continua en el punto (x0, y0) siempre que f (x0, y0) esté definida y, además,
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Derivadas parciales de una función de dos variables
[Sea z = f (x, y) una función de las variables independientes x e y. Como x e y son independientes, podremos (i) variar x manteniendo constante y y, (ii) variar y manteniendo constante x, (iii) variar x e y simultáneamente. 

En los dos primeros casos, z es una función de una sola variable y se puede hallar su derivada de acuerdo con las expresiones clásicas que ya hemos visto.

Si x varía permaneciendo constante y, z es una función de x y su derivada con respecto a esta variable x,
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se denomina primera derivada parcial de z = f (x, y) con respecto a x.

Si lo que varía es y permaneciendo constante x, z es una función de y y su derivada con respecto a y
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recibe el nombre de primera derivada parcial de z = f (x, y) con respecto a y...

Las derivadas parciales anteriores admiten una interpretación geométrica muy sencilla. 

Consideremos la superficie z = f (x, y), y sean APB y CPB las intersecciones con dicha superficie de los planos que pasando por P sean paralelos a los xOz e yOz, respectivamente. 

Si hacemos variar a x permaneciendo constante y, el punto P se desplazará a lo largo de la curva APB y el valor de dz/dx en el punto P es la pendiente de la curva APB en P.

Análogamente, si hacemos variar y permaneciendo constante x, P se moverá a lo largo de la curva CPD, y el valor de dz/dx en P es la pendiente de la curva CPD en P. 
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