ALGEBRA Y TRIGONOMETRIA ELEMENTALES.

1º Ideas Básicas de Álgebra
No espere ver aquí un curso completo de álgebra de bachillerato; no se puede hacer en un espacio tan limitado. 

Son solo tres ideas básicas y las reglas para manejar las relaciones ("ecuaciones") que implican cantidades desconocidas, cuyos valores está intentando hallar. 

En la mayoría de los cálculos intentamos encontrar un número. 

Por ejemplo, el área de un terreno rectangular de 25 metros de longitud y 40 metros de anchura (o yardas o pies) es 

25  x  40 = 1000 m2
Hasta que llevemos a cabo la multiplicación, podemos representar la respuesta  por alguna letra, normalmente la x, y escribir  

25  x  40 = x
Podemos decir que "x simboliza una cantidad desconocida". 

La idea fundamental del álgebra es muy simple:  

La cantidad desconocida x es un número como cualquier otro. 

Se puede sumar, restar, multiplicar o dividir de la misma forma que los números comunes.
A la relación matemática que implica a números conocidos (como 25 o 40) y a desconocidos (como x) se la conoce como una ecuación. 

A veces no tenemos x de una forma tan clara como anteriormente, sino que está dentro de alguna expresión complicada. 

Par obtener una solución, deberemos reemplazar la susodicha ecuación (o ecuaciones) por otras que contengan la misma información pero de forma más clara. 

El objetivo final es aislar la incógnita, para que parezca aparte, para proporcionar a la ecuación la entedicha fórmula, a saber 

x = (expresión conteniendo solo números conocidos)
Una vez alcanzado esto, el número que representa la x puede calcularse rápidamente. 

Por ejemplo:  

"¿Cual es el número que si lo dobla, luego le suma 5 y luego divide esa suma por 3, obtiene 3?"
Llame a ese número x. 

La declaración hecha mediante palabras puede también escribirse por medio de una ecuación: 

(2x + 5)/3 = 3

El paréntesis encierra las cantidades que se manejan como un número único, y 2x significa "2 veces x". 

En álgebra, los símbolos (o paréntesis) colocados junto a otros se sobreentiende que están multiplicados:  ab  =  a . b  =  a x b
Si sigue esta regla, nunca se confundirá por la similitud entre la letra x y el signo de la  multiplicación. 

Los programas de computadora, en cambio, normalmente representan la multiplicación mediante *, colocado un poco más bajo que aquí. 

Una segunda idea fundamental en álgebra es: 

Si tiene una ecuación y modifica ambos lados de la misma exactamente igual, lo que obtiene también es una ecuación válida. 
Puede sumar, restar, multiplicar o dividir cualquier número que desee; si lo hace de forma igual en ambos lados de la igualdad, el resultado sigue siendo válido:   1/2   =    2/4     =    4/8   etc 

Asimismo la nueva ecuación sigue conteniendo la misma ecuación que antes. 

(Pero no multiplique ambos lados por 0 y obtenga 0 = 0; el resultado es correcto, pero toda su información se ha desvanecido en el aire.) 

Por ejemplo, la ecuación dad anteriormente: 

(2x + 5)/3 = 3

Multiplique ambos lados por 3: 

(2x + 5) = 9

Reste 5 en ambos lados: 

2x = 9 - 5 = 4

Divida ambos lados por 2: 

x = 4/2 = 2

Y se obtiene el resultado, x = 2. 

El álgebra de bachillerato contiene un montón más, pero las reglas simples anteriores, más el objetivo básico de "aislar el número desconocido", le dará buenos resultados. 

Frecuentemente se salta un último paso, pero no se debe hacer. 

Para estar seguro de que no ha cometido un error por el camino, tome la ecuación original 

(2x + 5)/3 = 3

y reemplace en ella la cantidad desconocida x por el valor que ha calculado, en este caso el número 2, y compruebe si los dos lados son iguales. 

Si lo son, puede estar seguro de que su respuesta es correcta. 

Un tercer elemento es la sustitución:  

Si sabe que una cantidad o expresión desconocida se puede expresar de forma diferente, puede sustituirla por la forma alternativa de expresarla. 

Esto proporciona una nueva ecuación, que algunas veces lleva a la solución.
 Suponga que tiene dos cantidades desconocidas, x e y, y dos ecuaciones asociándolas (hacen falta dos para obtener una solución única, ya que con solo una, existe un número infinito de pares de x e y que lo satisfacen): 

x + 2y = 7     (1) 

2x + y = 5     (2)

Reste 2y a ambos lados de (1): 

x = 7 - 2y     (3)

y sustituya esto por  x en (2) 

2(7 - 2y) + y = 5 
Luego 

14 - 4y + y = 5 
Reste 14 

- 4y + y = 5 - 14  

-3y = -9 
Multiplique ambos lados por (-1) 

3y = 9  
  y = 3 
Luego de (3) 

 x = 7 - 2y = 7 - 6 = 1
Como prueba final, coloque x=1, y=3 en las ecuaciones (1) y (2) y asegúrese de que esas soluciones satisfacen los requisitos. 

Si no lo hace, probablemente haga algún error durante el cálculo. 

Otro tipo de sustitución, particularmente la sustitución de ecuaciones completas se pospone al final de la sección (M-3), que es sobre fórmulas.

2º Ejercicios de Álgebra
La sección (M–1) le proporciona los principios del álgebra simple. 

Estos ejercicios le proporcionarán la práctica para su aplicación.  

No espere nada profundo o interesante, son solo ejercicios, parecidos a los ejercicios digitales que necesita para dominar algún instrumento musical o las prácticas de aparcamiento previas al examen de conducir. 

Hágalos todos, ¡no deje ninguno!
(1) Aísle x en cada ecuación y halle su valor, siguiendo la regla de que "cuando se ejecutan operaciones iguales en ambos lados de una ecuación, el resultado permanece igual." 

A la derecha de cada problema hay instrucciones para resolverlo, una lista de las operaciones requeridas. 

La secuencia en la que se aplican se lee de izquierda a derecha. Escriba una nueva ecuación para cada paso.  

La notación de las instrucciones es como sigue. 

Para las operaciones aplicadas a ambos lados:  

(+2)     sume 2  
(–6)     reste 6  
(*3)     multiplique por 3  
(/5)     divida por 5  

Para otras operaciones:  

(+/–)     sume o reste los términos donde pueda 
(*)     multiplique los términos donde pueda

Nota: Cada ecuación no tiene una única solución. 

Algunas pueden ser identidades, p.e.:  2(x+1) = 2x + 2, que sirven para cualquier valor de x. 

Otras pueden ser desigualdades, p.e. 2(x+1) = 2x + 3, que no sirve para cualquier valor de x, debido se restringe por el requisito imposible de 2 = 3. 

	5+x = 7 
	(–5) 

	x/2 = 3 
	(*2) 

	x/3 + 4 = 8 
	(–4)(*3) 

	4x – 5 = 15 
	(+5)(/4) 

	3x + 6 = 5x 
	(–3x)(/2) 

	6x + 4 = 1.5x + 13 
	(–1.5x)(–4)(/4.5) 

	15x – 2 = 6x + 16 
	(–6x)(+2)(/9) 

	21x – 3 = (7x+9)/2 
	(*2)(–7x)(/5)(/3)


Observe que la multiplicación por (–1) invierte todos los signos de ambos lados! 

	10 – 3x = –2 
	(–10)(*(–1))(/3) 

	1/(x+1) = 2/(x+3) 
	(*(x+1))(*(x+3)(*)(–x)(–2) 

	(x+2)(x+1) = (x+7)(x–1) 
	(*)(+/–)(–x2)(–2)(–6x)(*(–1)(/3) 


(2) Mismos tipos de ecuaciones, pero ahora sin instrucciones: 

7 + 2x = 13 

15 + 7x = 1 

4x – 3 = 2x 

5x – 3 = 1 – 2x 

(x/2)+5 = (x/3)+6 

5x – 20 = x+8 

(x+6)/2 = 2x – 21 

(2x–3)/(4x–3) = 1 

 2/(3–x) + 1/(2+x) = 0 

(x+10)/(3x+5) = 2 

(11x+1)/(6x–2) = 2 

(x+2)(x+3) = (x+1)(x+7) 

 (3) ¿Está algo mal en estas ecuaciones? Y si es así, ¿qué? 

(15x–5)/(3x–1) = 5 

4(3x–5) = 2(6x+7)  

5(x–3) = 7x – 15

  (4) Todas las relaciones siguientes contienen x e y : 

 Exprese y en términos de x, por ejemplo :    x + y = 7                 

Respuesta: y = 7 – x 

Todas las operaciones se indican como antes, pero tenga cuidado:  los problemas incluyen un ejemplo muy difícil. 

	2x + 3y = 7 
	(–2x)(/3) 

	(3y+1)/(x+2) = –2 
	(*(x+3)(*)(–1)(/3) 

	(4x – 5y –2) = 13 
	(+2)(–4x)(*–1)(/5) 

	(3y + x + 6)(y–x+2) = 2 
	(*(y–x+2))(*)(–2y)(–x)(––6) 

	(y–4x)/(y+x+6) = 1 
	(*(y+x+6))(–y)(–x)(*(–1))(/5) 

	(15x–2y+6) = (y–6) 
	(–y)(–15x)(–6)(*(–1))(/3)


             

 (5) Debajo están pares de ecuaciones que implican a dos números desconocidos, x e y. 

Resuelva cada conjunto de ecuaciones dos veces. 

Resuelva una vez 

(a) expresando y de una ecuación en términos de x, luego 
(b) substituyendo la expresión para y en la otra ecuación, luego 
(c) derivando x, y finalmente  
(d) poniendo ese valor en la expresión sustituida y obteniendo y.

Luego resuélvala de nuevo intercambiando los papeles, exprese x en una ecuación, substituya esa expresión en lugar de x en la otra, deduzca y, luego deduzca también x.

	(a) 
	x+3y = 5 
	2x – y = 3

	(b) 
	x+y = –1 
	3x+4y = 2

	(c) 
	x+34 = 15 
	3x+y = 5


             

 (6) Dadas dos ecuaciones, señaladas aquí I y II, puede también multiplicar o dividir cada ecuación por cualquier número. 

Puede además sumar una ecuación a la otra o restarlas: debido a que las cantidades que suma o resta a ambos lados son iguales, lo que resulta es también una igualdad válida.  

He aquí algunos ejemplos, el primero está calculado, para el resto se dan solo los pasos. 

En esta notación, II siempre significa la 2ª ecuación en esta etapa del cálculo, no necesita ser la original sino que puede haber sido (digamos) multiplicada por 6. 

Si las instrucciones solo denominan una operación, es para ser aplicada a la ecuación obtenida en el paso anterior.  

                5x – 12y = 2 (I)  
                –3x + 2y = 4 (II)  

(II*6)  
                –18x + 12y = 24 
(I+II)  
                5x – 18x = 26                 (12y, –12y se anulan)  
(+)  
                –13x = 26 
(*(–1))  
                13x = –26 
(/13)  
                x = –2 


Para hallar y, ponga este valor en la (I)

–10 – 12y = 2  
–12y = 12  
12y = –12  
y = –1 

Para comprobar su resultado, vea si la (II) también lo asevera 

 (–3)(–2) + 2(–1) = 4? 

(4 = 4, resultado OK)  

En lo que sigue, solo se proporcionan las etapas necesarias para obtener una variable. 

Deduzca usted mismo también la otra variable y compruebe el resultado. 

	(a) 
	3x+4y = 19         (I) 
	5x + 2y = 13         (II) 
	(II*2)(II – I)(/7)

	(b) 
	2x+3y = 5         (I) 
	3x+2y = 0         (II) 
	(I*3)(II*2)(I–II)(/5) 

	(c) 
	4x+3y = 16         (I) 
	3x+5y = 12         (II) 
	(I*3)(II*4)(II–1)(/11) 

	(d) 
	2x+6y = 34         (I) 
	5x+2y = 46         (II) 
	(II*3)(II–1)(/13)

	(e) 
	3x+5y = 31         (I) 
	2x–3y = 11         (II) 
	(I*2)(II*3)(I–II)(/19)


          

    (7) Resuelva ahora usted solo: 

	(a) 
	2x–3y = 1 (I) 
	3x+2y = 21 (II) 

	(b) 
	5x–2y = 20 (I) 
	10x + 3y = 5 (II) 

	(c) 
	6x + 2y = 8 (I) 
	5x + 4y = 16 (II) 

	(d) 
	3x – 4y = 1 (I) 
	2x + 3y = –5 (II)  


3º Fórmulas
  Las incógnitas se suelen representar por letras del alfabeto. 

La favorita de todas es la x, usándose la y cuando existe otra incógnita más, y la z para la tercera. 

Por cierto, el nombre que usaban por los antiguos científicos para las incógnitas (como Al-Khorezmi) era "la cosa"--"shai" en árabe, "res" en el latín que usaban los sabios en Europa.  

   Sin embargo, también se usaban diferentes letras, aludiendo a menudo en las cantidades que representaban, la v para una velocidad desconocida, la T para el tiempo, la m o M para las masas y la F para la fuerza. 

(Posteriormente las usaremos en el cálculo de los puntos lagrangianos).  

 Las "Incógnitas" deben ampliarse hasta incluir a las "indeterminadas", letras representando números que pueden realmente ser conocidas, pero cuyo valor exacto no queremos que aparezca debido a que (#1) queremos evitar escribirlas, o (#2) porque no la hemos seleccionado todavía.  

  Un ejemplo del caso (#1) es la relación entre la longitud de la circunferencia y su diámetro, una constante universal que aparece en muchas ecuaciones (por ejemplo, la ecuación de Kepler en la sección (12a)), cuyo valor hasta los 11 decimales es 3.14159265359... 

Aunque se conoce su valor, se representa siempre en todas las ecuaciones por la letra  (la p griega, pronunciada "pi"). 

Solo se reemplaza por su valor real cuando se calcula la cantidad desconocida.  

   Como ejemplo del caso (#2), considere la distancia s que recorre una bola que se deja caer desde el reposo en tiempo de t segundos. 

Es  s = (1/2) gt2
(¿Recuerda que los símbolos próximos, incluido el término (1/2), se multiplican?).  

  La g representa al número de la fuerza de la gravedad de la Tierra: si s está en metros, g = 9.81, en pies, g = 32.16 (9.81 metros = 32.16 pies). 

Se sabe pero (como en el ejemplo #1 anterior), pero no se quiere cargar con el valor real hasta el momento que lo use realmente. 

¡Si no se ha elegido el tiempo t! 

Con lo que se elija para t, la fórmula proporcionará las distancias adecuadas.  

   La anterior es una fórmula típica. Parece una ecuación pero el juego es un poco diferente: no pregunta para "descubrir una incógnita", debido a que está a la vista. 

Todo lo que tiene que hacer es elegir el valor de t y se obtiene el valor correspondiente de s.  

   Aunque las habilidades para "descubrir" que aprende con las ecuaciones también son útiles aquí. 

Suponga que busca la relación inversa, dada s, ¿cual es t? Ahora vemos la t como una incógnita y procedemos a aislarla. 

Multiplique ambos lados por 2  

2s = gt2
y divida por g 

2s/g = t2
Para ir desde t2 hasta t se debe hallar la raíz cuadrada, una tarea fácil para cualquiera que tenga una calculadora con el botón de la raíz cuadrada (también existen métodos más lentos para su cálculo, usando lápiz y papel). 

Existe un signo matemático para esto, pero como la web no lo proporciona, lo escribimos como SQRT:  

SQRT(2s/g) = t
Ahora, cualquiera que sea la distancia s, podemos aplicarla a la ecuación y calcular el correspondiente tiempo t, en segundos.  

Sustitución de Fórmulas

Continuando con la exposición sobre las sustituciones de la sección (M-1), he aquí una situación que ocurre muy a menudo. 

En uno de los problemas de "Astrónomos", por ejemplo, se logran dos ecuaciones:  
VT = 2  R     (1) 

VT1 = 2  R1    (2) 
donde T1 y R1 son variables diferentes (conocidas o desconocidas)  de T y R. 

Si ambos lados de la ecuación (2) se dividen por el lado izquierdo de la (1), o sea por VT, lo que queda sigue igual, porque hemos tratado de forma similar ambos lados de la (2):  

  (VT1)/(VT) = 2  R1/(VT)
Sin embargo, debido al signo = en la (1), podremos reemplazar el denominador de la derecha por 2  R, obteniendo  

(VT1)/(VT) = 2  R1/(2  R)
Eliminando los multiplicadores iguales ("factores") arriba y abajo nos da  

 T1/T = R1/R
que es más útil para el resto del cálculo. 

Esta es una regla general: teniendo dos ecuaciones, podemos dividir cada lado de una por el de la otra. 

"Después de dividir por iguales, el resultado permanece igual".

4º  Igualdades
En algunas manipulaciones algebraicas se multiplican expresiones completas. 

Por ejemplo, se puede escribir 

(a + b)c = ac + bc
Esto no es una ecuación sino una igualdad, una expresión verdadera para cualquiera de los tres números (a,b,c). 

Por ejemplo, si a = 3, b = 7, c = 5, tenemos 

(3 + 7)(5) = (3)(5) + (7)(5) = 15 + 35 = 50

Si se efectúa primero la suma 

(3 + 7)(5) = (10)(5) = 50

Las igualdades no añaden ninguna información sobre las cantidades que contienen, porque son verdaderas cualquiera que sea su valor. 

Sin embargo, son útiles para reorganizar las ecuaciones en formas nuevas, más claras. 

La igualdad escrita arriba es una de las propiedades básicas de los números ("la propiedad distributiva"). 

De ella obtenemos una más general 

(a + b)(c + d) = (a + b)c + (a + b)d

que además se puede disgregar y que se cumplen para cualquier valor de (a,b,c,d). 

En particular 

(a + b)2 = (a + b)(a + b) = (a + b)a + (a + b)b 

= a2 + ba + ab + b2 

= a2 + 2ab + b2
que es muy útil (puede comprobarlo para cualquier valor concreto de a y b). 

De forma similar 

(a - b) 2 = (a - b)(a - b) = (a - b)(a) + (a - b)(-b) 

= a2 - ba - ab + b2 

= a2 - 2ab + b2
De nuevo las dos últimas igualdades 

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2 
(a - b)2 = a2 - 2ab + b2
se cumplen para cualquier valor de a y b, y, como podremos ver, son muy útiles para demostrar el Teorema de Pitágoras.

5º Deducción de Resultados proximados
Cálculo Preliminar

  Dada una fracción a/b, se puede multiplicar su parte superior e inferior (numerador y denominador) por el mismo número c:  

(a/b)   =   (ac)/(bc)
donde (¿recuerda?) las dos letras ac representan "a veces c", lo mismo para  bc.  

   Es así porque (c/c) = 1, no importa cual sea el valor de c, y multiplicando algo por 1 no modifica su valor. 

En la multiplicación de fracciones, la regla es multiplicar numerador con numerador y denominador con denominador, por lo que se obtiene  

(a/b) (c/c)   =   (ac)/(bc)
Con respecto a la división del numerador y denominador por el mismo número d 

(a/b)   =   [a/d]/ [b/d]
resulta de inmediato el precedente, si se escoge el número c que sea igual a 1/d.  

Trabajando con Pequeñas Cantidades
  Algunas ecuaciones, igualdades o fórmulas contienen pequeñas cantidades, y pueden hacerse mucho más simples y fáciles sacrificando algo de precisión. 

De hecho, algunas ecuaciones que no tienen una solución sencilla (como la ecuación de Kepler en la sección (12a)) puede conseguirse, de esta forma, una solución aproximada, lo suficientemente buena para la mayoría de usos o bien abierta a posteriores mejoras.  

   Muchos de tales cálculos utilizan la siguiente observación. 

Cuando deducimos cuadrados, cubos, etc... de números mayores que 1, los resultados son siempre mayores, mientras que para números menores que 1, los resultados son siempre menores. 

Por ejemplo: 

	  potencia
	Más que 1
	Menos que 1

	número
	  10
	  0.1

	cuadrado
	  100
	  0.01

	cubo
	  1000
	  0.001

	4ª potencia
	  10,000
	  0.0001


Esto también se cumple para los números negativos, si entendemos "mayor" y "menor" refiriéndose al valor absoluto (el valor sin signo). 

Por ejemplo:

	  potencia
	Más que 1
	Menos que 1

	número
	  10
	  0.1

	cuadrado
	    100
	    0.01

	cubo
	  1000
	  0.001

	4ª potencia
	    10,000
	    0.0001

	5ª potencia
	  100,000
	  0.00001


6º El Teorema de Pitágoras
Pitágoras de Samos fue un filósofo griego que vivió alrededor del año 530 a.C., [image: image2.png]River



residiendo la mayor parte de su vida en la colonia griega de Crotona, en el sur de Italia. 

De acuerdo con la tradición fue el primero en probar la afirmación (teorema) que hoy lleva su nombre:  

Si un triángulo tiene lados de longitud (a,b,c), con los lados (a,b) formando un ángulo de 90 grados ("ángulo recto"), tenemos que 

a2 + b2 = c2
Un ángulo recto se puede definir como el ángulo formado cuando dos líneas rectas se cruzan de tal forma que los cuatro ángulos que forman son iguales. 

El teorema también se puede definir de otra forma: si las longitudes de los tres lados (a,b,c) de un triángulo satisfacen la relación anterior, el ángulo entre los lados a y b debe ser de 90 grados.  

Por ejemplo, un triángulo con los lados a = 3, b = 4, c = 5 (pulgadas, pies, metros,... lo que sea) es rectángulo porque  

a2 + b2 = 32 + 42 

= 9 + 16 = 25 = c2
Los maestros de obras del antiguo Egipto pudieron conocer el triángulo (3,4,5) y usarlo (mediante cañas o cuerdas calibradas) para construir ángulos rectos; aún hoy en día los albañiles usan tableros con clavos con esas longitudes que les ayudan a alinear una esquina.  

Existen muchas pruebas, y las más fáciles son probablemente las que están basadas en el álgebra, usando las igualdades elementales presentadas en la sección precedente, a saber  

(a + b)2 = a2 + 2ab + b2
(recuerde que 2ab significa 2 veces a veces b). 

Por ejemplo  

152 = (10 + 5)2    = 102 + (2)(10)(5) + 52     = 100 + 100 + 25    = 225

y  

(a - b) 2 = a2 - 2ab + b2
Por ejemplo:  

52 = (10 - 5)2    = 102 - (2)(10)(5) + 52    = 100 - 100 + 25    = 25

También es necesario conocer algunas áreas simples: el área de un rectángulo es (longitud) por (altura), de tal forma que el área del presentado arriba es ab. 

Una diagonal lo divide en dos triángulos rectángulos siendo los lados cortos a y b, y el área de ese triángulo es, por consiguiente, (1/2) ab.  

[image: image3.png]


Vea el cuadrado de la izquierda construido por cuatro triángulos [image: image4.png]


(a,b,c). la longitud de cada lado es (a+b) y, por lo tanto, el cuadrado tiene un área de (a+b)2.  

No obstante, el cuadrado se puede a su vez dividir en cuatro triángulos (a,b,c) más un cuadrado de lado c en el centro (en rigor, también debemos de probar que es un cuadrado, pero nos saltaremos esto). 

El área de cada triángulo, como se mostró anteriormente, es (1/2)ab, y el área del cuadrado es c2. 

Como el cuadrado grande es igual a la suma de todas sus partes 

(a + b) 2 = (4)(1/2)(a)(b) + c2
Usando la igualdad para (a + b)2 y multiplicando (4)(1/2) = 2  

a2 + 2ab + b2 = 2ab + c2
Reste 2ab de ambos lados y obtendrá   a2 + b2 = c2
Se puede mostrar el mismo resultado usando un cuadrado diferente, de área c2. 

Como muestra el dibujo de la derecha, esa área puede dividirse en cuatro triángulos como los anteriores, más un pequeño cuadrado de lado (a-b). 
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Obtenemos

 c2 = (4)(1/2)(a)(b) + (a-b) 2 = 2ab + (a2 - 2ab + b2) = a2 + b2 Q.E.D.

Q.E.D. simboliza "quod erat demonstrandum," en latín "lo que queda demostrado,"  que en los libros de geometría, tradicionalmente, marcaban el final de una demostración. 

La importancia del trabajo de Pitágoras y de los siguientes probaron, sino el método que desarrollaron: comenzar desde algunas afirmaciones básicas ("axiomas") y deducir mediante la lógica sus consecuencias más complicadas ("teoremas"). 

Los matemáticos aún siguen ese modelo.   

7º La Trigonometría, ¿Para qué sirve?
El problema básico de la trigonometría es algo parecido a esto: 

Está cerca de un ancho río y necesita conocer la distancia hasta la otra orilla, [image: image6.png]


digamos hasta el arbol marcado en el dibujo por la letra C (para simplificar, ignoremos la 3ª dimensión). 

¿Cómo hacerlo sin cruzar el río? 

La forma habitual es como sigue. 

Clave dos postes en el suelo en los puntos A y B y mida con una cinta la distancia c entre ellos (la "base"). 
 Un antiguo telescopio de topógrafo (teodolito).

Luego extraiga el poste del punto A y sustitúyalo por un telescopio de topógrafo como el que se muestra aquí ("teodolito"), contando con una placa dividida en 360 grados, marque la dirección ("azimut") a la que apunta el telescopio. 

Dirigiendo el telescopio primero hacia el árbol y luego hacia el poste B, mide el ángulo A del triángulo ABC, igual a la diferencia entre los números que ha leído de la placa de azimut. 

Sustituya el poste, lleve el teodolito al punto B y mida de la misma forma el ángulo B . 

La longitud c de la base y los dos ángulos A y B son todo lo que necesita para conocer el triángulo ABC, suficiente, por ejemplo, para construir un triángulo de la misma forma y mismo tamaño, en un sitio más conveniente. 

La trigonometría (de trigon = triángulo) en un principio fue el arte de calcular la información perdida mediante simple cálculo. 

Dada la suficiente información para definir un triángulo, la trigonometría le permite calcular el resto de las dimensiones y de ángulos.

¿Por qué triángulos? 

Porque son los bloques básicos de construcción para cualquier figura rectilínea que se pueda construir. 

El cuadrado, el pentágono u otro polígono puede dividirse en triángulos por medio de líneas rectas radiando desde un ángulo hacia los otros. 

Para topografiar una tierra los topógrafos la dividen en triángulos y marcan cada ángulo con un "punto de referencia", que hoy en día es, a menudo, una placa de latón redonda fijada en el suelo con un agujero en el centro, sobre el que ponen sus varillas y teodolitos (

Después de medir la base, como la AB en el ejemplo del río, el topógrafo medirá (de la forma descrita aquí) los ángulos que se forman con el punto C y usar la trigonometría para calcular las distancias AC y BC. 

Estas pueden servir como base de 2 nuevos triángulos, que a su vez suministrarán bases para dos más..., y de esta forma construirá más y más triángulos hasta que se cubra la tierra al completo con una red que tiene distancias conocidas. 

Posteriormente se puede añadir una red secundaria, subdividiendo los triángulos grandes y marcando sus puntos con estacas de hierro, que proporcionarán distancias conocidas adicionales en las que se pueden basar los mapas o los planos.  

Un gran proyecto de reconocimiento de los 1800s fue la "Gran Planimetría Trigonométrica" de la India británica. 

Se construyeron para el proyecto los mayores teodolitos, monstruos con escalas circulares de 36" de ancho, cuyas lecturas se hacían con extraordinaria precisión con 5 microscopios. 

Cada uno con su caja pesaba media tonelada y se necesitaban 12 hombres para trasladarlo. 

Usándolos el proyecto cubrió el país con múltiples cadenas de triángulos en las direcciones norte-sur y este-oeste (las áreas entre las cadenas de dejaron para más tarde) y se necesitaron décadas para completarla. 

En 1843 Andrew Scott Waugh se encargó del proyecto como Inspector General  y puso especial atención a las montañas del Himalaya del norte de la India. 

Debido a las nubes y a la niebla, esas montañas se ven raramente desde las tierras bajas, y hasta 1847 no se consiguieron varias mediciones. 

Después de haberse hecho, los resultados necesitaron ser analizados laboriosamente por "computadores" en las oficinas de inspección; no eran máquinas sino personas que efectuaban los cálculos trigonométricos. 

La historia dice que en 1852 el jefe de los "computadores" fue hacia el director y le dijo: "Señor, hemos descubierto la mayor montaña del mundo". 

Desde una distancia de más de 100 millas (160 km), se observó la montaña desde seis estaciones diferentes, y "no dio lugar a que el observador sospechara que estaba viendo a través de su telescopio el punto más alto de la Tierra". 

Al principio se la designó como "Pico XV" por la inspección, pero en 1856 Waugh la denominó en memoria de Sir George Everest, su predecesor en la oficina de jefe de inspectores. 

El Everest fue el primero en registrarse y en usar los teodolitos gigantes; ahora están expuestos en el "Museum of the Survey of India" en Dehra Dum. 

Hoy en día la posición sobre la Tierra se puede localizar de forma muy precisa usando el sistema de posicionamiento global (GPS) de 24 satélites en órbita exacta, que están difundiendo constantemente su posición. 

Un pequeño instrumento electrónico de mano recibe sus señales y nos devuelve nuestra posición con un error de 10-20 metros ( aún es más preciso para usos militares, los patrocinadores del sistema). 

Se usa una gran cantidad de trigonometría, pero lo hace todo la computadora que está dentro de su aparato, lo único que usted necesita es pulsar los botones apropiados. 

Ahora que conoce un poco de los usos de la trigonometría, bienvenido a avanzar por lo esencial de ella. 

8º Como Enunciar los Senos y los Cosenos
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Los triángulos tienen muchas formas. 

Puede ser difícil clasificar los triángulos de formas arbitrarias, pero se debe observar que cualquier triángulo ABC se puede dividir siempre en dos triángulos con un ángulo recto, los triángulos con un ángulo igual a 90°. 

Estos son más fáciles de tratar. 

Los tres ángulos de un triángulo suman 180º (no lo vamos a probar aquí) y por consiguiente, en un triángulo con un ángulo recto y con ángulos agudos A y B  

A + B + 90° = 180° 

Restando 90° de ambos lados  

A + B = 90° 

Dado el valor de un ángulo A, el otro ángulo B se determina totalmente (es igual a 90°-A), y esta es la forma del triángulo, aunque no su tamaño.  

Denomine los lados de un triángulo (a,b,c), cada uno corresponde con el nombre de un ángulo enfrentado a él. 

El ángulo A no determina la longitud de ningún lado, sino que únicamente fija la proporción entre los lados. 

Esa proporción tiene nombre y existe una notación específica para escribirla:  

a/c = sen A -- "el seno de A" 
b/c = cos A -- "el coseno de A" 

Para diferenciarlos recuerde:  

El sen A tiene el lado opuesto al ángulo A como numerador de su fracción 

El cos A tiene el lado adyacente al ángulo A como numerador de su fracción  

Existe una relación simple entre el seno y el coseno de cualquier ángulo. 

Por el Teorema de Pitágoras  

a2 + b2 = c2
Por consiguiente, para cualquier ángulo A  

(sen A)2 + (cos A)2 = (b2/c2) + (a2/c2) = (a2 + b2)/c2 = 1 

Esta declaración se escribe normalmente como sen2A (no senA2, que se podría entender como el seno de un ángulo igual a A2):  

sin2A + cos2A = 1 

Tanto senA como cosA deberán ser números menores que 1, los lados adyacente y opuesto de un triángulo son siempre menores que el lado opuesto al ángulo de 90° 

Cuando un ángulo A se acerca más y más a los 90° (y B se hace menor y menor), el triángulo se hace cada vez más estrecho y delgado. 

La longitud del lado a se acerca a c, mientras que la longitud de b se hace muy pequeña: sin embargo cuando A se acerca a los 90°, senA se aproxima a 1 y cosA a cero. 

Para el cálculo de otros valores, vea la sección siguiente. 

Por cierto: la primera tabla de senos y cosenos fue recopilada por Al-Khorezmi, que vivió en Bagdad alrededor de los años 780-850 y que también nos aportó el término álgebra. 

Hoy en día las calculadoras portátiles muestran sus valores al pulsar un botón. 

El origen del nombre "seno" (en Latín sinus, bahía) es interesante. 

Al igual que el sistema decimal, proviene originalmente de la India y fue adaptado por los matemáticos árabes en el tiempo de Al-Khorezmi. 

Transcribieron el nombre indio sin sus vocales (que loa árabes no escriben) como jb. 

En 1085 el rey Alfonso VI de Castilla (un reino de la España medieval) capturó Toledo a los árabes y con ello también capturó una gran biblioteca con muchos manuscritos árabes, que incluían traducciones de libros griegos desconocidos en el resto de Europa.

Alfonso contrató eruditos que tradujeron poco a poco esos libros al latín.  

En 1145 uno de esos traductores, Roberto de Chester, tradujo el "Álgebra" de Al-Khorezmi. 

En un punto del libro encontró la palabra "jb" y sin darse cuenta de que era una palabra extranjera transcrita al árabe, buscó cual podría ser su significado en árabe. 

Añadiéndole las vocales apropiadas significaba "bahía", que en latín era "sinus." 

Así fue como la escribió y así es como se usa hoy en día. 

Tiene su correcto significado en medicina (como en la "cefalea de senos") donde significa las cavidades ("senos nasales") que se extienden desde la nariz hasta los ojos. 

Existen otras funciones trigonométricas como:  

"tangente de A," escrita:   tan A = a/b = senA/cosA 

"cotangente de A," escrita:  cotan A = b/a = cosA/senA 

La tangente tiene el lado opuesto arriba, la cotangente el adyacente. Sin embargo, no trataremos esto aquí. 

9º Deducir los Senos y los Cosenos
Deducir el seno o el coseno de un ángulo arbitrario, necesita algo más de matemáticas que las tratadas aquí. 

Sin embargo, deducirlos de algunos ángulos especiales es relativamente directo.  

Ángulos Complementarios 

Primero observe que un triángulo rectángulo tiene dos ángulos. 

Como los tres ángulos (de cualquier triángulo) suman 180º, los dos ángulos agudos suman 90º. 

Por lo que resulta que si uno de los ángulos es de A grados, el otro (su "ángulo complementario") es de (90º-A).  

El seno y el coseno se definen con las siguientes relaciones:  

sen A = (lado opuesto a A)/(lado largo)  
cos A = (lado adyacente a A)/(lado largo)

Como el lado opuesto a A es el adyacente a (90°- A), resulta que el seno de un ángulo es el coseno del otro y viceversa:  

sen A = a/c = cos (90° - A)  
cos A = b/c = sen (90° - A)

Esto es de gran ayuda: deducir, por ejemplo, el seno y el coseno de 30º nos proporciona el seno y el coseno de 60°.  

(1) A = 45°

[image: image8.png]



Si A = 45°, entonces también (90° - A) = 45°, y por consiguiente  

sen 45° = cos 45°

Elevando al cuadrado  

sen2 45° = cos2 45°

Sin embargo, anteriormente se halló que para cualquier ángulo A  

sen2A + cos2A = 1

Por lo tanto  

2 sen2 45° = 1  

sen2 45° = 1/2

y si √ significa "raíz cuadrada de"  

sen 45° = √(1/2)

Pulsando el botón de su calculadora obtiene  

sen 45° = 0.707107... = cos 45°

Otra forma, algo más transparente, es escribir  

sen2 45° = 1/2 = 2/4  

sen 45° = √(2)/√(4) = √(2)/2

La raíz cuadrada de 2 es 1.4142135..., dividiéndola por dos se obtiene, como antes, 0.707107.  
(2) A = 30°, (90° - A) = 60°

Considere el triángulo PQR (dibujo) con los tres ángulos iguales a 60°. 
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Por simetría, los tres lados son también iguales (existe una comprobación más rigurosa, pero la obviamos). 

Dibuje una línea QS perpendicular a PR: divide al triángulo original en dos triángulos rectángulos con los ángulos agudos de (30°, 60°), que son del tipo que nos interesa. 

Por simetría, los triángulos son de igual tamaño y forma ("congruentes") y por consiguiente, (obviando cualquier otra comprobación)  

SR = (1/2) PR

En la notación del dibujo  

a = (1/2) c  

a/c = 1/2 = sen 30° = cos 60°

Continuando  

sen2 30° = 1/4

Pero  

sen2 30° + cos2 30° = 1

Así que  

1/ 4 + cos2 30° = 1

Restando 1/4 de ambos lados  

cos2 30° = 3/4  

cos 30° = √(3)/ √(4) = √(3)/2  =  1.7320508/2  

cos 30° = 0.8660254 = sen 60°

(3) A = 90° , (90° - A) = 0

Será bastante más difícil dibujar un triángulo rectángulo con un segundo ángulo también de 90º, debido a que el tercer ángulo deberá ser de 0º. 

Pero podemos visualizar este extraño triángulo como un caso límite de triángulos finos con un ángulo A que es muy pronunciado y su complementario (90° - A) muy pequeño (dibujo). 

En el caso límite  
cos A = b/c = 0
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y como  

1 = sen2A + cos2A = sen2A + 0

resulta que  

sen2A = 1     sen A = 1

Por consiguiente  

cos 90° = sen 0° = 0  
sen 90° = cos 0° = 1

En la tabla completa se lee 
  

	A
	0°
	30° 
	45°
	60°
	90°

	sen A
	0
	0.5
	0.707107
	0.866025
	1

	cos A
	1
	0.866025
	0.707107
	0.5
	0


Podrá dibujar una buena gráfica de los senA y cosA usando los puntos anteriores  
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(4) Postgraduado: A = 15°, (90° - A) = 75°

Las deducciones y tabla anteriores un procedimiento estándar en cualquier curso o texto de trigonometría. 

Sin embargo observará los huecos entre  0° y 30°, y entre 60° y 90°. 

Si queremos que el ángulo A se incremente en pasos iguales de 15o, necesitaremos los senos y cosenos de 15° y 75°.  

¿Está interesado? 

Aquí está lo que deberemos hacer; ¡tome su calculadora!  

Dibuje un triángulo ABC, con un ángulo A igual a 30° y los dos ángulos de la base igual a 75° ambos. 

Luego dibuje la línea  BD perpendicular a AC (vea el dibujo de la derecha). 

Por simetría, los lados AB y AC tienen la misma longitud; denomine la longitud por la letra a.  

El triángulo ABD tiene ángulos de 90, 60 y 30 grados, y es del tipo examinado anteriormente. 

Obtenemos:    BD = a sen 30° = 0.5 a        AD = a cos 30° = 0.866025 a
Luego:            DC = AC - AD = a - 0.866025 a = 0.133975 a
Ahora mire el triángulo BDC: sus ángulos mayores son iguales a  90° y 75°, obligando al ángulo restante a ser igual a 15°. 

Usando el  teorema de Pitágoras, si denominamos c al lado más largo, obtenemos  

BD2 + CD2 = c2 = (0.5 a)2 + (0.133975 a)2 

= 0.25 a2 + 0.0179493 a2 = 0.2679493 a2
Extrayendo la raiz cuadrada  c = 0.517638 a

Por esto, a 5 decimales (e implicando igualmente al ángulo complementario de 75° )  

sen 15° = 0.133975/0.517638 = 0.25882 = cos 75°  
cos 15° = 0.500000/0.517638 = 0.96593 = sen 75°

Ahora vaya y dibuje su gráfica.

10º La Trigonometría para ángulos mayores de 90°
"Astrónomos" introdujo dos formas de describir la posición de un punto P en un plano (p.e. una hoja de papel): las coordenadas cartesianas (x,y) y las polares  (r,).  

Ambas usan como referencia un punto O ("origen") y un línea recta a través de él ("el eje x"). 

En las coordenadas cartesianas se dibuja un segundo "eje y" por O, perpendicular al primero, y se dibujan desde P unas líneas paralelas a los ejes, que cortan los ejes en los puntos A y B del dibujo. 

Las distancias OA y OB nos dan los números que definen P, las coordenadas x , y del punto. 

En coordenadas polares, el punto P se define por su distancia r desde el origen O (vea el dibujo) y su ángulo polar  ("azimuth" en un mapa) entre el eje de las  x y el "radio" r = OA, medido antidextrogiro (hacia la izquierda).  

Como la figura OAPB es un rectángulo, la distancia AP es igual a y. 

Por consiguiente 

sen = y/r 
cos = x/r

Multiplicando todo por r nos da la relación entre los dos sistemas de coordenadas (los símbolos que están juntos se están multiplicando): 

x = r cos 
y = r sen
Estas relaciones permiten que puedan ser calculadas (x,y) cuando se proporciona (r,). 

Opuestamente, dados (x,y), lograr (r,), obsérvese que en el triángulo OAP, por Pitágoras 

x2 + y2 = r2
Por lo tanto, dados (x,y), se puede calcular r y luego (sen, cos) se pueden calcular como antes  

sen = y/r 
cos = x/r

(excepto en el punto de origen O, donde (x, y, r) son cero y las fracciones anteriores se hacen 0/0; se puede escoger cualquier valor para el ángulo ). 

Sin embargo, continúa existiendo un problema. 

El ángulo  tal y como se ha definido anteriormente puede ir desde 0 a 360°, pero (sen, cos) están definidos para 0 a 90°, cubriendo solo la parte del plano donde x e y son positivas. 

Cuando uno o ambos son negativos, el ángulo  es mayor de 90 grados, y esos ángulos nunca aparecen en ningún triángulo rectángulo. 

¿Qué solución (sen, cos) podemos tener para  mayor de 90 grados? 

Es simple: use las ecuaciones anteriores para redefinir el sen y el cos para esos ángulos. 

Las ecuaciones son  

sen = y/r 
cos = x/r

Se ven ahora como nuevas definiciones del seno y del coseno, para el ángulo polar  formado por x e y. Si (x,y) son positivos, el resultado es exactamente el mismo que para los ángulos dentro de un triángulo rectángulo. 

Pero también es válido para ángulos mayores. 

Ahora el seno y el coseno pueden ser negativos (como x e y) pero su magnitud no puede exceder de 1, debido a que la magnitud de x e y nunca es mayor que r. 

He aquí los signos:

	Rango
	sen = y/r
	cos = x/r

	0-90°
	+
	+

	90°- 180°
	+
	-

	180° - 270°
	-
	-

	270°-360°
	-
	+


Permitiendo ir a la línea OP alrededor del origen más de una vez hace crecer al ángulo  más de 360°; el seno y el coseno se siguen definiendo como y/r e x/r, y repite sus valores anteriores. 

Igualmente, girando OA en la dirección opuesta, a derechas, se definen valores negativos de . 

Conjuntamente, esas extensiones definen los (sen, cos) para cualquier ángulo , positivo o negativo, de cualquier medida. 

La relación derivada del teorema de Pitágoras 

sin2 + cos2 = 1

sirve para cualquiera de esos ángulos. 

Si el seno o el coseno es cero, la otra función debe ser +1 ó -1, dependiendo del signo de la coordenada (x o y) que los definen. A 90° y 270°, x = 0 y por lo tanto cos = 0, mientras que a 0° y 180° y = 0 y por lo tanto sen = 0. Luego obtenemos

	Ángulo
	sen = y/r
	cos = x/r

	0°
	0
	+1

	90°
	+1
	0

	180°
	0
	-1

	270°
	-1
	0

	360°
	0
	+1


Por supuesto,  = 0° y  = 360° representan la misma posición de r, a saber, a lo largo de la rama positiva del eje x . debajo está la gráfica del cos: 
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11º Deducir el sen(α+β) y el cos(α+β)
Dadas las funciones (senα, cosα, senβ, cosβ), [image: image13.png]


buscamos fórmulas que enuncien el sen(α+β) y el cos(α+β). 

La primera de esas fórmulas se usa para calcular los puntos lagrangianos L4 y L5, aquí. 


¡Verifique, por favor, cada cálculo antes de proseguir!

Como se muestra en el dibujo, para deducir la fórmula combinamos dos triángulos rectángulos 

ABC que tiene un ángulo α 
ACD  "      "      "     "    β 

El lado mayor ("hipotenusa') de ACD es AD=R. 

Por consiguiente  

DC = R sen β 
AC = R cos β 

De modo semejante 

 BC = AC sen α = R cos β sen α 
AB = AC cos α = R cos βcos α

El triángulo ADF es rectángulo y tiene el ángulo (α+β) . 

Por lo tanto 

R sen (α+β) = DF 
R cos (α+β) = AF 

Comenzamos deduciendo el seno:

R sen (α+β) = DF  =  EF + DE  =  BC + DE

  Observe en el dibujo los dos ángulos enfrentados señalados con líneas dobles: al igual que todos esos ángulos, deben ser iguales. 

Cada uno es uno de los ángulos agudos de su triángulo rectángulo. 

Como los ángulos agudos de ese triángulos suman 90 grados, los otros dos ángulos agudos deben ser iguales. 

Esto justifica el indicar el ángulo cerca de D como , como se dibuja en la figura. 

 En el triángulo rectángulo CED  

DE = DC cos α = R sen β cos α 
EC = DC sen α = R sen β sen α 

Anteriormente se presentó que 

BC = R cos β sen α 
AB = R cos β cos α 

Por consiguiente 

  R sen (α+β)  =  BC+DE  =  R cos β sen α + R sen β cos α 

 Eliminando R y reacomodando α para que preceda β 

    sen (α+β) = cos β sen α + sen β cos α 

Del mismo modo, para el coseno

R cos (α+β) = AF = AB – FB = AB – EC = 
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        =  R cos β cos α – R sen β sen α 

 Eliminando R y reacomodando 

    cos (α+β) = cos β cos α – sen β sen α 

 (M-11a) Ejercicios de Trigonometría

Las secciones (M 6-11) le proporcionaron algunos principios de trigonometría. 

Esta sección puede depararle la práctica aplicando dichos principios. 

En algunos casos se dan las soluciones, pero no las mire hasta que haga los sfuerzos necesarios para resolverlas usted mismo

Hemos intentado evitar ejercicios repetitivos: cada conjunto es diferente. Hágalos todos, ¡no deje ninguno! 

Asumimos que dispone de una calculadora que puede deducir senos y cosenos y que también dispone de las funciones sen-1 y cos-1 que sirven para encontrar el ángulo A a partir del senA o el  cosA, en la gama de 0 a 180 grados. 

   Un triángulo ABC tiene un ángulo recto C y dos ángulos agudos A y B. 

Los lados del triángulo AC y BC de ambos lados del ángulo recto C están dados como: 

(a) AC = 3     BC = 4 
(b) AC = 5     BC = 12 
(c) AC = 8     BC = 15

En cada caso, use el teorema de Pitágoras para encontrar el tercer lado y luego encuentre el seno y el coseno de los ángulos A y B. 
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  Está ascendiendo por un camino y ve un signo que le indica que tiene 5 grados, o sea que asciende 5 m por cada 100 m de camino. 

¿Cuál es el ángulo entre el camino y la dirección horizontal? 
Un aeroplano vuela a 170 km/s hacia el nordeste, en una dirección que forma un ángulo de 52° con la dirección este.  

El viento está soplando a 30 km/h en la dirección noroeste, formando un ángulo de 20º con la dirección norte. 

¿Cuál es la "velocidad con respecto a tierra" real del aeroplano y cuál es el ángulo A entre la ruta real del aeroplano y la dirección este?

(La solución está abajo: léala solo después de haber trabajado el problema usted mismo. 

Los profesores en clase pueden sustituir los números y las direcciones)  
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Indiquemos la velocidad del aeroplano relativa al aire como V, la velocidad del viento relativa a tierra como W, y la velocidad del aeroplano relativa a tierra U=V+W, donde la suma es uno de los vectores. 

Dibuje un diagrama con las velocidades dadas y con los ángulos adecuadamente designados.  

Para ejecutar la suma real cada vector debe descomponerse en sus componentes. 

Obtenemos 

Vx = 170 cos(52°) = 104.6    Vy = 170 sen(52°) = 133.96 

Wx = -30 sen(20°) = -10.26     Wy = 30 cos(20°) = 28.19

Sumando: 

Ux = 94.4     Uy = 162.15  

De Pitágoras, dado que  U2 = Ux2 + Uy2,             U= 187.63 km/h 

Por consiguiente 

cos A = Ux /U = 0.503125

Usando la función cos-1 de la calculadora 

A = 59.8° 

4. En un triángulo ABC, denominamos los ángulos (A,B,C) de acuerdo a sus esquinas ("vértices") y denominamos los lados (a,b,c), de tal forma que el lado a está enfrentado al ángulo A, el b con en ángulo B y el c con el C. 

5. Pruebe la "ley de los senos"  

senA/a = senB/b

Pista: Desde C dibuje una línea CD perpendicular al lado c. 

La línea CD es una "altura" del triángulo y  por consiguiente se podrá denominar por la letra h. 

Use h en su prueba. 
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  Antes de intentar el próximo problema, advierta dos puntos: 

· Si en la prueba anterior hubiésemos usado una "altura" perpendicular desde A o B, en vez de desde C, obtendríamos una relación como  


senA/a = senC/c

Por consiguiente, la "ley de los senos" es completamente simétrica:  

senA/a = senB/b = senC/c

· La suma de los ángulos de un triángulo es siempre 180º. 

· Una prueba rigurosa conlleva bastante trabajo, pero la afirmación se puede hacer verosímil mediante el argumento siguiente. 

· En un triángulo ABC, dibuje una línea por el punto C que sea paralela a AB. 

· Esto crea dos ángulos adicionales, A' y B'.  

Los tres ángulos (A',C,B') suman 180º, debido a que son adyacentes entre si y formados por una línea recta. 

Sin embargo, por las propiedades de las líneas paralelas, los ángulos (A,A') son iguales, como los (B,B'). 

Sin embargo (A,C,B) también suman 180º.

El problema: En el triángulo ABC, la línea AB está a lo largo de una ribera estrecha. 

Medimos la distancia c = AB como 118 m, y los ángulos A y B tiene 63° y 55° . 

¿Cuál es la distancia b = AC?  

No lea más hasta que intente resolverlo. 

Los profesores, en clase, pueden sustituir las cifras y las direcciones. 

Debido a que la suma de todos los ángulos es de 180º, el ángulo C debe ser igual a 62°.

Luego por la ley de los senos  118/sen(62°) = b/sen(55°) 

Multiplique ambos lados por el sen(55) para obtener la longitud b = AC.  

Pregunta adicional: 

¿cual es la distancia perpendicular desde C a la línea c = AB? 

(pista: es igual a la altura h en la deducción del problema (4).) 
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6. (después de la sección M-10) 

7. Halle el seno y el coseno de 

(1) 145°         (2) 210°         (3) 300°

8. (a) Cuando un rayo de luz choca contra la superficie de una superficie plana de cristal, generalmente se desvía formando un ángulo. 

9. Dibuje una línea perpendicular al punto de la superficie donde incide el rayo. 
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Si el rayo alcanza la superficie con una trayectoria que forma un ángulo A con la superficie, continúa dentro del cristal formando un ángulo B, donde 

sen B = (sen A)/n

El número n ("índice de refracción") es una propiedad del cristal y mayor que 1. 

 El problema: 

dando valores a A=0, 20, 40, 60, y 80 grados y n = 1.45, ¿cuál es el valor de B en cada caso?

(b) se cumple la misma ley cuando la luz sale del cristal, excepto que ahora se proporciona el valor del ángulo B (dentro del cristal) y se deberá hallar el ángulo A (en el aire). Usaremos

sen A = n senB

Si esta fórmula no funciona por cualquier motivo, el rayo no puede salir del cristal, sino que se refleja sobre la superficie límite de nuevo hacia el cristal como en un espejo ("reflexión interna total") 

 El problemo: Dado B = 0, 20, 90, 60, 80 --¿cuáles son los ángulos A? ¿Con alguno de estos no sale el rayo del cristal ? 

 (Por cierto: la razón de que un prisma divida la luz es porque el valor de n depende ligeramente del color de la luz -o, más exactamente, de su longitud de onda).

8. En un conjunto de coordenadas cartesianas, el punto P tiene las coordenadas (x,y) y, como su muestra en el dibujo, x = OA, y = PA. 

 Un segundo sistema con el mismo origen O tiene (x',y') formados girando los ejes (x,y) a derechas un ángulo . 

En el mismo dibujo, la nuevas coordenadas de P son x' = OB y' = PB. 

 Usando los puntos auxiliares (C,D,E) y la líneas auxiliares AE ay AD, exprese x' e y' en términos de x, y, sen y cos. 

 Pista (siga estos pasos en el dibujo). 

Los dos triángulos CBO y CPA son rectángulos, y como la suma de los ángulos de un triángulo es 180º, los dos ángulos agudos de cada uno suman 90º. 

De estos ángulos agudos, los dos que se encuentran en C son iguales y, por consiguiente, los otros dos también serán iguales. 

De los otros ángulos AOB está determinado serán igual a a. 

Por lo tanto el ángulo APC también es igual a a, como se indica. Intente resolver el problema antes de continuar.
Solución 

 Recuerde: en un triángulo rectángulo con una ángulo , si multiplica el lado largo 

· por el cos, obtiene el lado cercano a   

· por el sen, obtiene el lado opuesto a  

Esto sugiere que se debe prestar atención especial a los triángulos rectángulos cuyos lados largos son x e y, a saber los triángulos OAD y PAE. 

Si es posible, intentaremos expresar x' e y' en función de los lados de esos triángulos. 

x' = OB = OD-BD = OD-AE = OA cos - AP sen = x cos - y sen 

y' =BP = BE+EP = AD+EP = OA sen + AP cos = x sen + y cos
Escribamos el resultado final: 

x' = x cos - y sen 

y' = x sen + y cos
Práctica de Álgebra: 

Usando las dos relaciones anteriores, ¿puede expresar (x,y) en función de (x',y')? 

Deberá usar sen2 + cos2= 1.  

Indique también que el resultado es consecuente con la primera fórmula, si intercambiamos los papeles de (x,y) y (x'y') y sustituya el ángulo de rotación por (-). 

 Eso también estará de acuerdo con la figura, en donde (x,y) se obtiene girando (x',y') a izquierdas un ángulo , que puede ser visto como una rotación a derechas un ángulo (-).

        Pulse aquí para ver una discusión adicional de este resultado, especialmente para aquellos que han estudiado la sección #12A "Como se calculan las órbitas". 

9. ¿Cuánto mide la línea de latitud L si la Tierra es una esfera y la distancia desde el polo al ecuador es de 10,000 km? ¿Cuánto mide un grado de longitud a la latitud L? 
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    ¿También es válida la fórmula para latitudes sur? 

10. (a) Si el cos X = 2 senX, cúal es el sen X?  ¿Cuál es el ángulo X?

11. (b) ¿Es esta la única solución? 

12.     Pistas: 


13. (a) Use cos2X = 4 sen2X  
(b) Dado que trabajamos con una ecuación que solo implica cuadrados, cualquier solución de ella solo impone sen2X y cos2X. 

14. Sin embargo, la condición original también requiere que cos X y sen X tengan el mismo signo algebraico.

12º La Tangente
· La tangente es una herramienta de trigonometría relacionada con el seno y el coseno. En este sitio web es usada en relación a la alidada. 

Usted ya sabrá que los triángulos rectángulos son básicos en Trigonometría. 

Sea ABC un triángulo (dibujado) con C = 90° el ángulo recto y A, B los ángulos agudos. 

Sean también a, b y c las longitudes de sus tres lados: a del lado opuesto a A, b del lado opuesto a B, y c, el más largo, opuesto a C.

Dos razones útiles asociadas con el ángulo A ("funciones trigonométricas de A") son:

El seno de A,    sen A= a/c        

 (implicando al lado a opuesto a A) 

El coseno de A, cosA = b/c               

 (implicando al lado b contiguo a A) 

Estas dos razones implican al lado largo c ("hipotenusa", en lenguaje matemático), y por cuanto a y b deben ser más pequeños que ese lado, estas razones son siempre números menores que 1. 

Ahora añadiremos dos razones más a nuestra colección: la tangente y la cotangente:

La tangente de A, tan A = a/b                 (a veces escrita "tg A") .

Y la cotangente de A, cotan A = b/a = 1/tan A                             

Existe una simple relación entre ese par de razones primeras. 

Tenemos:

senA / cosA= (a/c) / (b/c) 

Multiplicando arriba y abajo por c (es lo mismo que multiplicar la fracción por (c/c)=1) se obtiene:

senA / cosA = (a/b) = tan A 

Invirtiendo la fracción:

cosA/ senA = 1/tanA = cotanA 

Las calculadoras que ofrecen senos y cosenos, y los libros que tabulan sus valores, son capaces también de ofrecer tangentes y cotangentes.

Una simple aplicación

A mediodía, un mástil vertical de 15 m (50 pies) de altura tiene una sombra de 5,4 m (18 pies) de longitud.. 

¿Cuál es el ángulo A del sol sobre el horizonte? 

(Como se explica en la sección "Navegación", ese ángulo le permite a uno calcular la latitud de su posición). 

Del esquema dibujado:

tanA = 15/5,4 = 2,7778

Si usted dispone de una tabla de tangentes, puede ahora buscar dos ángulos cuyas tangentes sean valores que estén uno inmediatamente por encima de ese valor y el otro por debajo de ese valor, y estimar así dónde se encuentra A entre ellos ("interpolación"). 

Las calculadoras normalmente tienen un botón "tan" que, si se introduce previamente el ángulo, nos da el valor de la tangente. 

Pero muchas también tienen un botón "tan -1 " que hace la inversa: dada la tangente, devuelve el ángulo. 

(Podría ser el mismo botón, calculándose tan-1 si primero se pulsó un botón de "modo especial" (a veces de color); tan-1 se llama también "la tangente inversa" o "el arco tangente"). 

En este ejemplo: 

tan-1 2,7778 = 70,2° 

P.S.: Una tangente a un círculo es una línea que lo roza en sólo un punto. 

